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Vorwort. 

Da« vorliegende Heft will dem Maschineniiigenieur die Hilfsmittel 
an die Hand geben, die zur Löaung der in der techniBchen Praxis vor- 
kommenden Aufgaben aus der Bewegungslehre mid Dynamik erforder- 
lich Bind. Dazu genügen allerdings, wie sich zeigt, verhältnismäßig 
wenige Grundsätze und Formeln. Die von Mathematikern und Er- 
kenntnistheoretikem beigebrachten Untersnclnmgen über die Prinzipe 
und Grundlagen der Mechanik sind also nicht Gegenstande dieser 
Arbeit. 

Auch für Erörterungen über den Gegensatz des physikalischen und 
technischen Maßsystems war kein Platz. Allerdings ist dem Ingenieur 
die Kraft das Wesentliche, und es wurde deshalb von dem Begriff 
Masse so wenig Gebrauch wie möglich gemacht. Daß die Masse auch 
in der technischen Dynamik oft in den Vordergrund tritt, ist ent- 
schieden ein Überbleibsel aus der Zeit, wo die Entwicklung dieses 
Zweiges der Mechanik fast ausschließlich in den Händen von Mathe- 
matikern und Physikern lag. 

Hervorheben möchte der Verfasser, daß die Formeln so geschrieben 
worden sind, wie sie für die Zahlenrectmung am bequemsten sind. 
Man wird also manche sogenannte elegante Lösung der allgemeinen 
Rechnung nicht finden, wenn sie für die zahlemiulßige Bearbeitung 
doch erst wieder auf die hier von vornherein gegebene Form zurüok- 
geführt werden muß. Aus demselben Grunde wurde von der allge- 
meinen Anwendung der Vektorenrechnung abgesehen. Sie bietet frei- 
lich gewisse Vorteile für die Herleitung und besonders Schreibung der 
Endformein, verlangt jedoch für die Zahlenrechnung erst wieder eine 
Umformung, wenn man nicht ausschließlich die zeichnerische Behand- 
lung der betreffenden Aufgabe erstrebt. Im allgemeinen zieht nuil die 
Praxis rechnerische Lösungen vor, neuerdings sogar in der Statik, 
vielfach nur deshalb, weil die reine Rechnung nach einigen wenigen, 
leicht zu beherrschenden Methoden erfolgt, während die geometrischen 
Untersuchungen und Lösungen gegebener Aufgaben viel mannigfaltiger 
sind und erst eine besondere Vertiefui^ in die geometrischen Eigen- 
heiten dieser oder jener Sonderaufgabe erfordern. TatsäcMich haben 
fast alle vom Verfasser berücksichtigten Originalabhandlungen, die ein 
bestimmtes praktisches Beispiel bearbeiten, anscheinend aus dem an- 
geführten Grunde, von der Vektorenrechnung keinen Gebrauch gemacht. 
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IV Vorwort 

Außerdem sind fast aile hier gebrachten Formelreclinungeii so über- 
aichtlioh und klar, daß sie durch die Vektorenrechnung, die übrigens 
an die Aufmerksamkeit des R«chneTB gewisse, nicht zu unterschätzende 
Anforderungen stellt, auch nicht weit«r vereinfacht werden können. 

Den in neueren Büchern öfter wiederkehrenden Vermerk, daß die 
Bezeichnungen usw. sich den vom Ausschuß für Fonnelzeichen usw. 
vorgeschriebenen völlig anschließen, kann der Verfasser nicht machen. 
Dazu sind einzelne der vorgeschriebenen Bezeichnungen zu unglücklich 
gewählt. Wollte man beispielsweise die im Kranbau gebräuchlichste 
Angabe der Geschwindigkeit in m/min nach den Vorschriften dieses 
Ausschusses schreiben, so lautete die Bezeichnung m/m, was wohl 
manche Leser nicht für ganz klar halten dürften. Auch die Abkürzung 
b für Stunde kann nur Lesern verständlich sein, die gewöhnt sind, in 
englischer oder französischer Sprache zu denken. Femer ist nicht 
einzusehen, weshalb bei Rechnungen wie den vorliegenden nicht die 
100 Jahre lang ganz allgemein für das Trägheitsmoment gebrauchte 
Bezeichnung J verwendet werden soll, die auch Elektrotechniker an der 
Stelle nicht mit Stromstärke verwechseln dürften. Es ist eben bei der 
begrenzten Zahl von Buchstaben nicht zu vermeiden, daß verschiedene 
Dinge dasselbe Buchstabenzeichen haben, wie z. B. im vorUegenden 
Band Durchmesser und Drall des Kreisels. Das schadet auch nichts, 
wenn die Bezeichnungen nur so gewählt sind, daß sie nicht in derselben . 
Rechnung zugleich vorkommen. 

Ausdrücklieb sei noch bemerkt, daß nur in wenigen Fällen die ge- 
gebenen Beispiele reine Zahlenrechnungen bieten, sondern fast immer 
so ausgesucht sind, daß nie die in der Praxis gebräuchlichen Zahlen- 
werte beibringen. Um alle wichtigeren, hier in Betracht kommenden 
Zahlenangaben auch für andere Aufgaben aJs die gerade behandelte 
zur Verfügung zu stellen, wurden oft auch solche aufgeführt, die für 
die Zwecke der betreffenden Einzelaufgabe nicht nötig waren. 

Altona, im September 1921. 

P. Stephan. 
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I. Die Bewegnngslehre. 

Die Bewegungslehre untersuclit die Beziehimgen, die bei bewegten 
Körpern zwischen den beiden Gnmdgrößen Weg und Zeit imd den 
daraus abgeleiteten Größen Geschwindigkeit und Beschleunigung bzw. 
Verzögerung bestehen. 

Die auf die bewegten Körper einwirkenden Kräfte werden hierbei 
außer acht gelassen. Infolgedessen ist die Bewegungslehre eigenthch 
kein Gebiet der Mechanik (vgl. Bd, I, S. 1); sie ist jedoch als Ein- 
leitung in die Dynamik von hohem Wert. 

1. Weg nnd Zeit. 

Ein Körper bewegt sich, wenn alle oder einzelne seiner Punkte 
ihren Ort in bezug auf andere, als festliegend angesehene Punkte ver- 
ändern. 

Die linie, die irgendein Punkt eines bewegten Körpers im Raum 
zurücklegt, heißt die Bahn oder der Weg des betreffenden Punktes. 
Je nach der Form dieser Linie unterscheidet man einen geraden oder 
gekrümmten Weg des Punktes. Die gebrochene Linie irgendeines 
Zickzackweges setzt sich aus mehreren geraden oder gekrümmten Teil- 
strecken zusammen. Der gekrümmte oder gebrochene Weg wird häufig 
durchweg in derselben Ebene liegen, kann aber auch beliebig im Baum 
verlaufen. 

Die Lage aller Punkte eines starren Körpers ist vollständig be- 
stimmt durch die Lage von drei Punkten desselben, die sich nicht in 
einer Geraden befinden, denn jeder andere Punkt ist als Schnittpunkt 
der mit den drei Abständen von den herausgegriffenen Grundpunkten 
geschlagenen Kugeln festgelegt. Infolgedessen ist auch die Bewegung 
eines starren Körpers durch die Bewegung von drei nicht in derselben 
Geraden liegenden Punkten vollkommen bestimmt. 

In vielen Fällen weichen die Wege der einzelnen Punkte eines 
Körpers so wenig voneinander ab, daß man abkürzung^weise den Weg 
des Schwerpunktes als Weg des ganzen Körpers bezeichnet ; der Körper 
macht eine fortschreitende Bewegung. Sie wird als Schiebung 
bezeichnet, wenn zwei beliebige sich sehneidende Geraden des Körpers 
in allen Lagen parallel bleiben. In anderen Fällen liegen alle Punkte 
eines bewegten Körpers, mit Ausnahme der auf einer einzigen Geraden, 
der Drehachse, befindlichen, auf kreisförmigen, wenn auch verschiedenen 
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2 Die Bewegungslehre, 

Bahnen; der Körper macht eine Drehbewegung. & ist jedoch nicht 
nötig, daß die Drehachse im Körper eine unveränderliche I^age hat, 
sie kann sich vielmehr unter Umständen darin verschieben oder drehen. 
Auch sonst können die beiden beschriebenen Arten der Bewegung 
gleichzeitig vorkommen; die entstehende Gesamtbewegung des Körpers 
wird als Schraubung bezeichnet. 

Gemessen werden die Wege in dem Längenmaß Meter (m) bzw. 
seinen Vielfachen oder auch Unterteilen, wenn man dadurch bequeme 
Zahlengrößen erhält (Bd. I, S. 1). 

Durch die Bahnlinie ist die Bewegung des Körpers oder eines seiner 
Punkte noch nicht ausreichend bestimmt; es muß auch die Richtung 
g in der Bahn angegeben werden. Denn es besteht 
^^-"■""^ ein wesentlicher Unterschied, ob ein Körper in 
^jiT Punkt C die Bahnlinie der Fig. 1 von dem Punkt A 

i/^ nach dem Punkt B durehläult oder umgekehrt. Be- 

zeichnet man willkürlich die Richtung AB als posi- 
'^' ' tiv, 80 ist die Richtung BA als negativ zu rechnen. 

Zur vollständigen Beschreibung der Bewegung ist femer noch ihre 
Abhängigkeit von der Zeit anzugeben. Zu jeder Bewegung ist Zeit 
erforderlich. Der Ablauf der Zeit hat nur eine Richtung. Natürlich 
können von dem gegenwärtigen Zeitpunkt aus vergangene und zu- 
künftige Zeit«n imterschieden werden. 

Dae Grundmaß der Zeit ist der Tag, diejenige Zeit, die die Erde 
zu einer einmaligen Umdrehung um ihre Achse braucht. Der Tag 
wird eingeteilt in 24 Stunden (st), die Stunde in 60 Minuten (min), 
die Minut« in 60 Sekunden (sk). In der Mechanik ist die Sekunde die 
gebräuchliche Einheit. 

1 Bt = 60 ■ 60 = 3600 sk, 
1 Tag = 24 - 60 = 1440 min, 

= 1440 ■ 60 = 86 400 sk. 
Da der Schwerpunkt der Erde sich in einer elliptischen Bahn um die tSoiine 
bewegt, so ergibt sieh für den Ablauf eines Tage« das Bild der Fig. 2: Die Erde 
hat sieh an einem Sonnentag um mehr als 360° ge- 
dreht. Nun sind die Sonnentage je na«h der Stellung 
der Erde in Ihrer Bahn noch verschieden lang (der 
größte Unterschied betri^ etwa l min), so daß man 
(!■ der obigen Erklärung den mittleren Sonnentag zu- 
^ gründe 1^, um sich dem gleichförmigen Gang der 
^ Uhren anzupassen. Wird die Drehung der Erde, statt 
auf den Mittelpunkt der Somie, auf einen sehr weit 
entfernten Fixstern bezogen, so erhält man den stets 
gleichen Sterntag von nur 86164,1 ak Dauer. Eine 
Uhr geht also richtig, wenn sie in einem Stemtage 
86164,1 sk anzeigt. Bemerkt sei, daß die ^tro- 
nomen auch den Sterntag in 86400 ek teilen, also 
ein anderes Maß der Sekunde benutzen ala die übri- 
gen Wissenschaften. 

Man kann die etwa bei einer Wettfahrt von den auf der Strecke 
verteilten Beobachtern festgestellten Zeiten neben den Ortspnnkten 
der Beobachtung einschreiben und erhält eo eine Darstellung des Ver- 
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Die gleichförmige Bewegung. 



3 



laufes der Fahrt eines Wagens (Fig. 3), die jedoch gänzlich unüber- 
sichtlich ist. Der Verlauf wird anschaulich dargestellt, wenn man auf 
einer Achse die Zeiten * und senkrecht dazu die zurückgelegten Woge a 



Fig. 3. 

aufträgt (Fig. 4). Der so erhaltene gebrochene'Linienzug geht bei hin- 
reichend kleinen Zeitabschnitten in die Zeit-Wegkurve über, diedaa 
Gesetz der Bewegung angibt. 

Beispiel !• Aus den Angaben der 
Fig. 3 iet die Fig. 4 entstanden durch 
Aiätragung der Zeiten im Maßstäbe 
1 min = 0,78 mm nnd der Wege im Maß- 
stäbe 1 km ^ 0,395 mm. Die MaJlslAbe, 
die man der unbequemen Auftragmig 
w^^n nicht w&hlen würde, sind durch 
die Verkleinemng der ursprunglichen Figui 
entstanden. 

Man bemerkt sofort, daß die Fahrt in 
der fünften Teilstrecke am schnellsten er- 
folgte, denn dort ist der Linienzug am . 
steilsten, dagegen am langsamsten in der , °','° , "' ^"f 
sechsten Teilstrecke, wo der Linienzug am 
flachsten verläuft. Fig. 

2. Die gleichförmige Bewegung. 
Der einfachste FbÜ der Bewegung ist der, 
daß die Zeit- Weglinie eine Gerade ist. 
Die Fig. 5 ergibt dann 
3 ds 




t 



dt 



= tg« = r. 



(1) 




Das Verhältnis von Weg und zugehöriger Zeit 
ist stets dasselbe. EsheißtdieGeschwindig- 
keit des betreffenden Körpers oder Punktes; 
sie wird gemessen in m/sk. Die dai^esteUte 
Bewegung wird als gleichförmige bezeichnet. 

Beispiel ä. Ein Fußgänger macht in der Sekunde 2 Schritte 
schnittlich 0,8 m Länge. Wieviel km legt er in der Stunde zorüokJ 

Die GanggeBchwindigkeit_betragt 



Tig. 5. 



2-0,8 



= 1,6 m/sk. 



'"-löoö- seöo"""'''^' 

r = 3,6 ■ (I km/st 
= .3.6 1,6 = 5,76 km/st. 
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4 Bie Bew^pingBlehre. 

Beispiel S. Ein Pferd legt durchschnittlich im Schritt am Lastwagen 1 m/sk 
zurück, unter dem Reiter ijf m/ak, im Mitteltrab etwa 4 m/sk, im Galopp rund 
6$ m/sk. Anzugeben ist die Anzahl km, die in jedem Fall in 15 min zurückgelf^ 
werden. 



1 , 



abo 

V = 0,06-11 km/min. (3) 

Damit erhält man ans « ~ » ■ t (Formel 1) fttr 

Schritt am Lastwaratn: « = 15 ■ 0,06 - 1 = 0,9 km, 

„ unter dem Reiter: a = 0,9 ■ */a = 1,S „ , 

Mitteltrab; * = 0.9 ■ 4 = 3,6 „ , 

Galopp: s = 0,9 ■ ~/. = 6,0 „ . 

Beispiel 4. Die Pahrteeachwindigkat eines Güterauges beträgt etwa 
V = 3O';-40 km/st, die einea Peraonenzugee schwankt zwischen 45 bis 65 km/st, 
die eines Schnelizugea zwischen 70 bis 90 km/st Anzugeben ist die Geechwindig- 
keit in m/sk. 



^1000 
" 3600" 



V = 0,278 ■ r m/sk. 



GUteraug: « = 8.3 ^ H.l m/ak, 
Personenzug: v = 12,6 -^ IS.l „ 
Schnellzug: o = 19,6 -f- 25.0 „ 

Beispiel &. Die Fahrtgeechwindigkeit eines Fostdampfers beträgt 
7, = 12 -^ 15 Seemeilen/st, die eines Schnelldampfers 16 -h 24 Seemeilen/st (die 
höheren Zahlen gelten fast ausschließlich fttr die Fahrt nach Nordamerika). Ein 
Linienschiff macht 16 -H 22 Seemeilen/st, ein Torpedoboot 30 — 35 Seemeilen/at. 
Anzugeben i»t die Geschwindigkeit in m/ak. 



Es ist 



Uan erhält so fUr 



= 0,514 • V, m/sk. (4) 



Fostdampfer: v= 6,2 -f- 7,7 m/sk, 

Schnelldampfer: v= 8,2 H- 12,3 „ , 

Linienachift: « = 8,2 -^ 11,3 „ , 

Torpedoboot: v = 15,4 -^ 18,0 „ . 

Beispiel ft. In den für den inneren Dienet hauptsächlich benutzten zeichne- 
rischen Fsihrplänen der Eisenbsilm, wovon Fig. S einen auf die Hälfte verkleinerten 
Ausschnitt gibt, sind die Achsen gegenüber der Fig. 5 um 90° gedreht derart, 
daß die «-Achse wagerecht liegt und die t-Achae senkrecht nacb unten geht. Die 
nach rechts fallenden Linien stellen somit die Züge dar, die von Füratenwalde 
nach Frankfurt a. O. fahren, die nach links fallenden Linien die der umgekehrten 
Richtung. Die Doppellinicn sind Schnell- und Personenzüge, die stark ausgezogenen 
ebenfalls Personenzüge, die übrigen Güterzüge, die in Wirklichkeit blau eingetragen 
sind, die gestrichelten Linien sind Bedarfazüge. Über dem eigentlichen Fahrplan 
befindet sich eine Zusammenstellung der StatioDaabstände bzw. der Liwe der 
Stationen vom Anfang der Bahnstre^e an gerechnet, femer ein LängaprotÜ, eine 
Angabe der atärkeren Krümmungen der Bahnlinie und Skizzen der einzelnen 
Bahnhöfe, die hier nicht wiedcri^egeben sind. 

Der besseren Überaichtlichkeit halber bringt der Auaachnitt die Nachtzeiten 
mit geringem Verkehr. 
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Die gleichförmige Bewegung. 



J*.« 














*.»* 






^■ 


t 


1 


1 




^ 


1 


1 


ä. 




DiBiiu.d, Google 



Die Bewegungslehre. 



Beispiel 7. Bezeichnet in Fif;. 7 
S die Sonne, der Kreis AB die ^^- 
bslui und EF ein Stück der Jupiter- 
bahn, ao werden die Verfinsterungen 
, der Jupitermonde 8,3 min früher beob- 
_y aotitet, oIb die Bereotinung aus der 
mittleren Umlaufzeit ei^fat, wenn die 
Erde sich in B befindet, dagegen 
8,3 min später, wenn die Erde in A 
steht. Der mittlere Durchmesser AS 
der Erdbahn beträgt 40 280 000 geo- 
graphische Meilen. Zu berechnen ist 
hieraus die Geschwindigkeit dee Lich- 
tes'). 



9 Gleichui^; (1) 

_ « _ 40 280 000 7,420 



-^ >. 300 000 km/sk. 



mit der Geschwindigkeit r = 55 km/at fährt, v 
a = ÖOO m lÄDge seine Geechwindigkeit auf V = 
sogenannte ideelle Länge der Krümmung. 

Auf den ersten 200 m der Krümmung fährt der Zug mit der mittleren Ge- 
schwindigkeit 

i-{V + F') = 40 km/st, 
ebenso auf den letzten 200 m. 



Eine gerade Strecke von derselben Länge durchläuft der Zug in der Zeit 

" = 32,7 sk. 



3,6-500 

55 



Die ideelle Länge, die dem Fahrplan zugrunde gelegt werden muß, ist somit 

e Krümmungen wirken auch einzelne große Steigungen 



Bei einer Drehbewegung um eine als fest geltende Achse unter- 
scheidet man die Umlaufgeschwindigkeit irgendeines Punktes dee 
betreffenden Körpers und die Winkelgeschiwindigkeit des ganzen 
Körpers. Ist r der Abstand eines bestimmten Punktes von der Dreh- 
achse in m und n die Anzahl der Umdrehimgen des Körpers in der min, 
so ist die Umlaufgeschwindigkeit des Punktes 

271 ■ r ■ n 
"= -^ m/sk. (5, 
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Die gleichförmige Bewegung. 7 

Die WinkelgesohwiDdigkeit ermittelt sich, da der bei einer Um- 
drehimg zurückgelegte Bogen 2 n ist, der ebenso wie der Sinua oder 
KoGinus usw. eine unbenannte Zahl ist, zu 

»-?|^1M. (6) 

Ea besteht somit der Zusammenhang 



Beispiel 9. Das Schwungrad einer Dampfmascliine hat den Durchmeeaer 
D = 3,75 m und macht n = 120 Umdr/min. Anzugeben ist seine UmfangB- und 
Winkelgeschwindigkeit. 

Man erhält aus Formel (5) die Umfangsgeschwindigkeit 



und aiu Formet (7) die Winkelgeschwindigkeit 

Beispiel 10. Der Anker einer Dynamomaschine von D = 70 om Durchmesser 
soll höehstena v = 26 m/sk Umfangsg^chwindigkeit haben. Anzugeben ist die 
Umdrehungszahl in der Minute, mit der er laufen darf. 
Aus Formel (5) erhält man 

m-v 60-26 .„„„.,. 
" = .r^ = -;t ■Q-.lö ^ ^ Umdr/min. 

Beispiel 11. Die Treibräder einer Lokomotive, deren Höchstgeschwindigkeit 
V = 90 km/st beträgt, haben D = 2,10 m Durchmesser, die Lauf räder D' = 1,00 m. 
Anzugeben ist die Anzahl der Umdr/miru 

Man entnimmt dem Beispiel 4 v = 25 m/sk als ÜmfsngHgeBchwindigkeit der 
Räder and erhält dann aus Formel (5) für' die Treibräder 

flO ■ t. 60-25 ^„ TT j < - 
" = TTTi = rrrü. = ^^ Umdr/min. 



Für die Laufräder ei^bt sich 



D' 1,0 



= 477 Umdr/min. 



Beispiel 12. Für eine Gasmaschine vom Kolbendnrchmesser Z> — 30 cm und 
dem Kolbenhub « = 46 om, die mit n = 200 Umdr/min umläuft, ist der Duroh- 
messer d und der größte Hub h des EinlaBventila anzugeben. 

Die größte Geschwindigkeit des Kolbens ist gleich der Kurbelgeechwindig- 
keit, also 

_ -T « - « _ ;i ■ 0,46 - 200 _ 



60 



= 4,72 m/sk. 



Die Höobstgeschwindiskeit des Gas- Luftstromes im Ventilrobransatz und beim 
Durchströmen dorch den Sitz des glatten Tellerventils wird im allgemeinen zu 
c =: 66 -^ 60 m/sk festgesetzt. Dann gilt der Zusammenhang 



worin ,'■ ^ 0,90 bei mittleren Ausführungen angibt, um wieviel die VentilnoÖ 
den Rohrquerschnitt verkleinert. 
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H&n erhält .Bo 

»_i.._Mi_«.,,„,^.,,™. 

BelHpIel 18. Für eine Verbund -Dampfmaschine vom Durchmeeaei i), = 33 cm 
des Hochdraokzylinders und D^ = 00 cm des Niederdruckzylinders und dem Hub 
s = ß& cm, die mit n = 105 Umdr/min umläuft, sind die Durolimesser d und Hübe h 
der Steuemngsventile zu berechnen. 

Die größte Kolbengesohwindigkeit atitnmt mit der der Kurbel überein: 



■ 0,66 ■ 106 



= 3,63 m/Bk. 



Da die Drosselung des Dampfes um so eher eintritt, je dichter er ist, so wälüt 
man als Übliche HöcliBtgeechwindigkeiten beim Durchströmen durch die Ventile 
für ges&ttigten Dampf*) in den 

Einlaßventilen der Hochdruckzylinder c ^ 36 m/sk, 
AusIaB- „ „ „ „ c = 30 „ 

Einlaß- „ „ Niederdruokzylinder c — 40 „ 
Auslaß- „ „ „ „ e = 35 „ 

und für überhitzten] Dampf c = 60 m/sk. Allerdings erhöht mau häufig genug 
die angegebenen Wert« bis auf das l.Sfache, um geringere Veutilabmessungen zu 
erholten, muß dann aber auch DrosaelungsverluBte mitnehmen. 
Es gilt nun für die Doppelsitzventile der Zusammenhang 

worin Ci = 0,65 -^ 0,80 die Verringerung des Bohrquereohnittee durch den Ventü- 
körper, die Nabe und Rippen angibt und t, = 0,70 -^ 0,85 die Verringerung de« 
seitlichen DuTciiströmungsquersohmtt«s durch die Rippen dee Einlaßventilkörpers, 
die bdm Auslaßventil nur etwa halb so groß ist: ^^ = 0,80 -^ 0,90. 
Damit ergibt sich 



d = D -l/p— und h •= -|- 
Bs ist somit für den Hochdruckzylinder 

Einlaßventil: d = 33 ■ |/^^^ = 



Auslaßventil: 



für den Niederdruckzyliadel' 
Einlaßventil: 



12.7 0,70 , ^ 
= ■■8-- 0,75=^'° 

"^■* y 0,70 ■ 30 " 

13,7 0,70 , . 

= ""8" ■ 0,80 - '-^ 



y 0,76 ■ 40 

.^-24 
0,80 - '''* 



*) Z.B. Dabbel, Entwerfen und Berechnen der Dampfmaschinen. 1905, 
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AuHlaßventil: d = 60 



\ 0,75 ■ 35 ' 



22,3 0] 



= 2,45 



22,3 0,75 ^ 
~ 8 " ■ 0,85 " 

Da die Dampfmaechinenventile oder -Schieber sioh schließen, WElhrend der 
Kolben in Bewegung ist, so ist eine gewisse Drosselung des Dampfes beim Ab- 
schluß unTermeidlich. 

Beispiel 14. Die Winkelgeechwindigkeit der Trommel einer Dampfturbine 
mit Terschieden großen Durchmessem soll o> ^ 314 I/ak betragen. Mit wieviel 

Urodr/min moQ sie laufen? 
Man erhält aus Formel (6) 



2-ji 



= 3000 Umdr/mi 



Die Formel (1) liefert bei gegebener Geschwindigkdt v und ge- 
gebener Zeit ( den Weg a — v- 1. Trä^ man wieder die Zeiten auf 
einer Achse auf und Benkrecht dazu die gleichbleibende Geschwindig- 
keit V, Bo entsteht das Rechteck der Mg. 8, deBsen 
Inhalt den Weg a veransohauUcht. 

Bisweilen ersetzt man überschlägig eine ungleich- 
förmige Bewegung durch eine gleichförmige, wie z. B, 
im Fall der Fig. 2, und reclmet mit einer Durch- 
schnitte- oder mittleren Gleschwindigkeit v^ auf dem 
betreffenden Wege. 

Beispiel 15. Eine Dampfmaschine vom Kolbenhub « = 76 om macht 
n = ISOUmdr/min. Anzugeben ist die mittlere Kolbengesohwindigkeit. 

Die Anzahl der Hübe in der Minute ist 2 - n , die Anzahl in der Sekunde ~ - , 

also die Zeit in einem Hub t = ^ — ak. Damit ergibt die Formel (1) 

_«_2-n-a_2-120- 0.75 „ „ , , , 



-ar 



pig. I 



3. Die gleichförmig Terändert« Bewegung. 

Bei einer ungleichförmig verlaufenden Bewegung ist die in irgend- 
einem sehr kleinen Zeitteüohen dt vorhandene Geschwindigkeit ge- 
geben durch 

wenn da wieder das zugehörige Wegstückchen 



Der einfachst« Fall ist nun der, daß die Ge- 
schwindigkeit gleichförmig zu- oder abnimmt 
(Elg. 9), also durch eine geneigte gerade Linie 
dargestellt wird. Auch hier ist der Weg wieder 
durch den Inhalt der von der Zeitachse und der 
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Geschwindigkeitslinie eingeschloaaenen Fläche gegeben, und man er- 
hält sofort 

s = i-v.t, (8) 

wenn v die erreichte Endgeschwindigkeit bedeutet und t die vom An- 
fang der Bewegung bis zu dem betreffenden AugenbÜck gebrauchte Zeit. 
Man entnimmt der Fig. 9 femer 

^ = tgß=p m/sk : sk, (9) 

das in m/sk' gemessene Verhältnis der Geschwindigkeiteänderung zn 
der dazu gebrauchten Zeit ist unveränderhch. Es heißt die Beschleu- 
nigung bzw. die Verzögerung, je nachdem die Geschwindigkeit zu- 
nimmt oder abnimmt. 

Schreibt man die Gleichung (9) in der Form 
dv = ji-dt, 
eo liefert die Summierung zwischen den Grenzen und t 
[dv = p- (dt 



(10) 



die Endgeschwindigkeit entspricht der zugehörigen Zeit. 
Setzt man diesen Wert in die Gleichung (8) ein, eo folgt 

« = |.p.(i. (8a) 

Die Zeit-Wegkurve ist demnach eine Parabel. Wird t aus Gleichung (10) 
ausgerechnet und in die Formel (8) eingesetzt, so wird 



Aus der letzteren Gleichung erhält man umgekehrt 

v=V'2p-8, (10 a) 

t=y--l, (10b) 

I P 
Setzt man in Gleichung^(9) die Gleichung (1) ein, so wird 
, da 

oder abkürzungsweise geschrieben 

p = af («1» 

Für die Berechnung ist immer auf die erste Schreibung zurückzugreiien. 



(»«) 
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Die gleichförmig veränderte Bewegung. 11 

Beispiel lö. Beim freien Fall im luftleeren Raum*) ist die durch die An- 
ziehungskraft der Erde hervorgerufene Bescbleunitnuig auf dem 60. Breitengrad 
in Höhe dea Meeresspiegels . 



Mit diesen Werten wird in Mitteleuropa allgemein gerechnet. Genau*) lat auf 
der geographischen Breite <p in der Höhe h m über dem Meereeapiegel 

ff = 9,80617 -(1- 0,0026440032,^ +0,000007 ■coaä29>)- 0,0003086- -A^m/sk». 

Bei nicht zu großen Geschwindigkeiten und im VeriialtniB zum Gewicht dea 
Körpers kleiner Quersohnittsfläche gut der Wert auch für den Fall in der Luft. 
Beträgt die Fallhöhe etwa « = 26,0 m. so wird gemäß Formel (10a) die End- 
geschwindigkeit 



v = ^2- 9,81 ■ 25,0 = 22,16 m/ak 
und gemäß Formel (10b) die Fallzeit 

idigkeit u = 26,0 m/ek gegeben, so eipbt Formel (8 b) 

_ a&o^ _ „ g, „ 

Formel (10) die Fallzeit 

Ist die Fallzeit ( = 2,5 sk gegeben, so wird nach Formel (8a) die Fallhöhe 
a = i ■ 9,81 ■ 2.5' = 30,66 m. 
nach Formel (10) die Endgeschwindigkeit 

V = 9,81 ■ 2,5 = 24,525 m/sk. 

Geringfügige Unt«r8chiede in der Zeitbestimmung ei^eben schon bedeutende 
Abweichungen bei der Geschwindigkeit und dem Weg. 

Beispiel 17. Eine dampfbetriebene Fördermaschine mit zwei zjhndriscben 
Seiltrommeln hat für eine Förderung das Geschwindigkeitsdiagramm der Fig. 10 
ergeben*). Anzugeben ist die Beschleunigung bzw. Verzi^erung während der 
Fahrt und die Zeit- Wegkurve. 

Man erhält a 



It aus Formel (10) die 












Pi = 


vmtx 


19,2 

22 


= 0,873 1 


n/ak', 


Verzögerung 


Ps = 


fmu 


_ 19,2 


= 0,640 1 


n/ak^ 



Die Formel (8a) ergibt nach Ablauf der ersten 5 sk den Förderneg z 
H = i' 0,873 • 5= = 10,9 m. 

') Galilei, Diacorsi, 1638. 

*) Helmert, Sifetber. der Akad. d. Wiasensch. Berlin 1901. 
") Hoffmann, Z. d. V. d. L 1904. 
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Die BewegvtngBlehre. 



Die Fig. 10 zeigt, daß noch Ablauf weiterer Sek der Weg um da^ Sfacbe geetiegen 
ist, der nach Ablauf der ersten 16 sk um dos 5fache, nach Ablauf der ersten 20 sk 
B um das 7fB,che; Die Wege wachsen in gleichen 

Zeiten entsprechend den ungeraden Zahlen. Nach 
den enrten 22 sk ist der Weg 

«j, = J • 0.873 ■ 22* = 211 m 
zurückgelegt worden. Damit ergibt sich der 
untere Zweig der Zeit-Wegkurre in Pig. 11. 

Am Ende der Bewegung ist der Weg ge- 
stiegen um 

»M - •»» = i ■ 0.6*0 ■ 30" = 288 m. 
5 sk vorher war der Weg kleiner um den Betrag 

s; = i ■ 0,640 ■ 6' = 8,0 m, 
weitere 5 sk vorher um je das 3-, 5-, 7-, 9-, 
llfache. Damit ist der ^Endpunkt der aus der 
Beschleunigung berechneten Anfangskurve der 
Fig. 11 erreicht. 

Bei größeren Teufen arbeiten Dampftörder- 
maschjnen etwa nach dem Geechwindigkeltedia- 
gramm derFig. 12'). Man erhält ans Formet (10) 
die Anfangsbesobleunigui^ 



«■■- yd 


|>KF,..10 


/ 


7 

l ________ 



24 




Pi = _ _ 
und die Endverzögerong 



= 1,12 m/sk* 



a/sk^ 



Damit ergibt Formel (S) den Beschleunigungsweg 

9, = i. 24-21,4 = 257 m, 
Formel (1) liefert den Weg der gleichförmigen Bewegung 

Äj = 24 ■ 10,7 = 257 m, 
und wieder Formel (8) den Verzögerungsweg 

«, = i - 24 ■ 18,1 =l217im. 

Daraus läßt sich wie oben das Zeit-Wegdi(^anun der 
Fig. 13 zeichnen. 

Die kleinen Abnindungen der Zeit-Geschwindigkeits- 
linie beim Übergang aus der einen Richtung in die andere 
bewirken, daß der Mächeninhalt der Kurve « = 725 m wird. 

Beispiel 18. Bei der Berliner Stadtbahn ist der mitt- 
lere Bahnhofsabstand a= 1136m, die größte Fahrtge- 
' Bchwindigkeit der Züge beträgt 7 = 50 km/st, die mit 
der benutzten Bremse gut zu erzielende Verzögerung be- 
trf^}:2=0,6 m/sk^). Anzv^eben ist die Fahrtdauer (, 
wenn die mittlere Beschleunigung p, = 0,3 , 0,4 , 0,6 m/ak' 
beträgt. 

Man erhält aus Formel (10) in Verbindung mit For- 
mel (2b) die Anfahrzeit 
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4.8, 27,8 Hk 



ind entsprechend die Bremszeit 



Die zugehörigen Wege Bind nach Formel (8b) 



241, 



193 m, 



P = 161 m. 



_ »6,5 

'" ^ 0:6 " 

80 daQ für die glelohförmige Zugbewegung übrigbleibt 

«. = «-(»» + «.) = 652, 733, 781 
die die Zeit erfordert 

'o = ö_-27^.> = *«•»' 62,8, 56,2 8k. 
Die ganze Fahrtdauet betrügt demnach 
( = (1 + ', + '. = 116,4, 
der die mittlere Fahrtgeechwindigkeit entspricht 

t>„ = y = 9,76, 10,25, 10,59 m/sk 

r_ = 3,6 ■ «„ = 35,1 , 3«,9 , 38,1 km/et. 

Daa Zeit-GeBohwindigkeitadi^ramm für die mittlere Zahlenreihe stellt der a 



gez(%ene Linienzug der Fig. 14 dar. 



107,2 sk. 




^ 




\ 


\ 


\ 
























O^llTJ* 1 



Fig. 14. 



F^. 15. 



Beispiel 19.~ TAn einer Ventil-Dampfmaschine (vom Zylinderdurchmeeaer 
Z) = 42om und dem Hub * = 75om), die mit n = llOUmdr/min läuft, hat daa 
beim Abschlnß frei fallende Dampfeinlaßventil bei der Füllung 40 v. H. dee Hubee 
seinen Weg A = 1,8 cm in ^ der für den Hub verfügbaren Zeit zurüokzul^en. 
Anzugeben ist die Beschleunigung, die ee erhalten muß. 



Die für den Fall verfügbare Zeit ist 



1 = 



2,5 



= 0.0227 8k, 



"" 12 ■ 2.» 
und die Gleichung (8a) ergibt damit die Beeohleunigung 

59,6 ^70 m/sk*. 



3^125 



_ 0,018 • IIP' _ 
" 3,125 ' 
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Bei 20 T. H. PüUimg üt der Ventühub nur A' = 1,45 ci 
schleunigung iet dann die Pallzeit oach Formel (10b) 



^'^M- 



Die für einen Hub Terfttgbaie Zeit ist 



Teilt man die im Maßstab 1 cm = 0,01 sk aufgetragene Zeit in 5 Reiche Ab- 
aohnitte und ebenso die in natürlicher GröBe aufgetragene Fallhöhe in 26 gleiche 
Teile, bo ergibt Fig. 15 die Zeit-Weglinie dea Ventils als Parabel, die die Zeit- 
achee tangiert. 

Besitzt der betreffende Körper oder Punkt bereite eine bestimmt« 
Geschwindigkeit Vg, ehe er die Beschleun^ong f erfährt, so entsteht 
die Fig. 16, und man entnimmt ihr 




y = ro + P ■ ( , 



(lla) 
(12a) 



Andererseits kann Da<th der gestrichelt«n Fortsetzung der Fig. ] 
über den Nullpunkt hinaus ausgedrückt werden 



2-p 



(13a) 



Ist -p eine Verzögenmg, so ist sie negativ einzusetzen, und es gilt 
die Darstellung der Fig. 17 : 

V = Vg ~ p- 1 , (11h) 

s^Vg-t- \-p-l^, (12b) 

a= --'!-- J- . (13b) 

2- p 2- p 

Beispiel SO. Ein Körper wird mit der Anfangsgeschwindigkeit v« = IS m/sk 
lotreoht in die Höhe geworfen. Anzugeben ist die Steighöhe, sowie die St«ig- 
und Fallzeit, 
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B Geachwindigkeit v = geworden ist. 



Die Gleichung entaprioht der Formel (8b). Der'Körper steigt also genau so 
hoch, wie ei fallea muß, um die gegebene Geschwindigkeit zu erhalten. Hieraus 
folgt femer, daß er wieder mit derselben Geechwindiäceit unten ankommt, mit 
der er hochgeworfen iat. Die Steigzeit ist also ebenfalls gleich der FaUzeit: 



/ = 



9,81 



= 1,53 sk. 



Beispiel 21. Läßt man in dem Beispiel 18 den Eisenbahnzug na^h Erreichen 
der Höchstgeschwindigkeit F = 60 km/et mit der Verzögerung p^ = 0,05 m/sk* 
auslaufen'), wie es die gestrichelte Linie der Fig. 14 angibt, so verkürzt sich der 
Bremsweg — der Flächeninhalt des Bremsdreieckes — recht erheblich. 
Man erhält gemäß Formel (IIb) 

c, = u — Po ■ ^ 
und gemäß Formel (10) 

"t = Pa ■ *i - 
also durch Gleichsetzen 

"i - Po ■ to = Pi ■ 'l . 
worin beide t unbekannt sind. Eine zweite Gleichung liefern die Formeln (12b) 



Setzt n 



a - fl, = «j ■ /, - I . p„ ■ (3 + J . p, . t| . 
9 der ersten Gleichung den Wert 






in die zweite Gleichung ein, sc 
t!-2-(o- 
die ergibt 

^-^■-•fi-l/ 



Nur das negative Vorzeichen der Wurzel i\ 
Mit den Zahlenwerten des Beispiels 18 



P» Pt 
geht sie über in 

2TJ, 



Po 


2 ■ Po • (« - "i) 


H-m 



I.- 



-l/' + CM»'-^^ 

f o,oe 



_ 0,051 
Ö,6Ö' 



») Pforr, Z. d. V. d. L 1913. 
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B der eTBten Gleiolraiig 



0,278 ■ fiO 0,05 |"'2) 



'' P, p.*» 'o,60 0,60 Ito;!! 

(, = 18,4 , 17,8 , 17,4 Bk. 

Die G««amtdftaer der Fahrt beträgt dajm 

( = (^ + („ + (, = 121.9, 117,7, 116,38k. 
Man ermcht also bei der BeBchleunigimg 0,5 m/sk' in diesem Fall eine noch am 
1 Bk kleinere Fahrzeit ala bei voller Fahrt mit 50 km/at imd der zur Zeit gebräuch- 
lichen Besohleunigiuig0,3m/sk'; dabei hat eich jedoch der Bremsweg von 161m auf 

g, = I ■ 0,6 ■ 17,4» = 91 m 
Tenineert (vol. Beiemel 102). 
auf r 

BelgplelSä. Für Scimelliüge wird als DurchBchnittaveraögerung*') bei Betriebs- 
bremsung 0,60 m/ak' angesehen und bei (äetahrbremsung 0,76 m/sk; den genauen 
Verlaut gibt Fig. 26 an. Die Anfahrbeschleunigung dieaer Züge wird i. M. lU 
0,11 m/ak' angesetzt. Anzugeben ist der Zeitverlust, den ein Sohnellzug durch 
den Aufenthalt von 1 min erfährt, wenn die Fahrtgeechwindigkeit auf der frden. 
Strecke F = 90 kra/at betragen kann. 

Nach Beispiel 4 ist die volle Fahrtgeschwindigkeit v = 26 m/ek. 

Die Änfahczeit ist gemäß Formel (10) 




Aus der Auftragung der Fig. 18 ereieht man sofort, daß derselbe Brenw- 
bzw. Anfahrweg bei nnTerändert^ Geschwindigkeit v in der halben Zeit zurttok- 
gdegt wird. Damit ergibt sich der Zeitverlust zu 

t = -i-i, + (j + J-(, = 26 + 60 + 112,5 = 197,5 ak oder ( r^ 3^ min. 

Bei einer I>rehbeweguDg wird in Fig. 9 statt der Umlaufgeschwindig- 
keit V m/ak eines bestimmten Punktes des Körpers oft die Winkel- 
geschndndigkeit w 1/sk des ganzen Körpers eingesetzt. Man erhält 
dann als den in einer bestimmten Zeit ( sk zurückgelegten Bogen 

arc« = ^-a>.( (14) 

und als WinkelbeBchleunigung in 1/sk* 



Auch hier kann abkfirzungsweise geschrieben werden 
* dt ~ dt* ■ 
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Die Summierung der Gleichung (15 a) zwischen den Grenzen und ( 
Uefert 

«, = £.(. (16) 

Entsprechend der Gleichung (7) gilt für den Abstand r m von der 
Drehachse 

p-rr«. (17) 

Beispiel 2S. Die Welle einer Fördermaaofaine mit Bobinen, auf welchen sieh 
die einzelnen Lagen dei gurtähnliohen Flachseile Übereinanderleg«!, habe bei 
Vollfahrt die Winkelgeeohmodigkeit w = 5 l/ak. Die Bremsung bis zum: StilU 
Btand dauert ( = 33 sk. Anzugeben ist die WinkelTerz<^erung and der dabei 
zurückgelegte Drehwinkel. 

Man erhält aus Formel (16) 



= 0,217 l/sk» 



und aoB Formel (14) 
das sind 



ro« =i-6'23 = 57,5. 



4. Die Bewegung mit veränderlicher Besclilennigung. 

In vielen Fällen wird die Zeit-GeBchwindigkeitslinie sehr gut durch 
eine Parabel wiedergegeben"), deren Scheitelachse CB die erreichte 
HöohstgeBchwindigkeit v ist (Fig. 19). Die an den Anfangspunkt A 
gezogene Taugente AD halbiert die Scheiteltangente CE, und das in D 
auf AD errichtete Lot geht durch den 
Brennpunkt F der Parabel. Er ist ja 
vom Scheitel um den Halbparameter 
^b der Parabel entfernt. Damit gilt 
für den Punkt A mit den Bezeich- 
nungen der Fig. 19 die Parabelgleichung 
lJ = 2-b-Vi. (18) 

Den ähnlichen Dreiecken iWi' und .^£^D 
entnimmt man 




i? = 2 ■ 6 ■ 



Fig. 19. 



TV = - — oder 

womit die Richtigkeit der angegebenen Zusammenhänge bewiesen ist. 
Für einen beliebigen Punkt G der Gesehwindigkeiteparabel erhält man 

((i — ()« = 2 ■ Ö ■ (f 1 — I!) 
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oder mit Benutzui^ von Gteichung {18) 






woraus folgt 



Die größte Beachleunigung findet am Anfangspunkt A zur Zeit 
Btatt: 

p^ = tg/( = -^V = 2-/- (20) 

Die Beschleunigung an einer anderen Stelle O zur Zeit t iat nach For- 
mel (9) P = ^,. wird also durch Differentiation von Gleichung (19) 
erhalten : 

'■-^■°:-('-^)=''»"-('-^)' '"' 

sie wird demnach in Abhängigkeit von der Zeit durch eine geneigte 
Gerade dargestellt. 

Der bis zu einer bestimmten Zeit / von aus zurückgelegte Weg 
ist der Flächeninhalt AQH, also 



=/•— .-/K-©"] 



der für die ganze Anfahrzeit l = t^ übergeht in 

«1 = 5 ■ fi- ([ ■ (22a) 

Beispiel 24. Die parabelförmige Anfahi^chwindigkeit triflt gut zu bei 
elektrisch angetriebenen Fördermaachinen mit Koepeeoheibe, während die Breme- 
geschwindigkeit durch eine Gerade wiedergegeben wird"). Featgel^ sei 

ij = 29^ Bk, („ = 32,4 Bk, (^ = 19.4 sk, e = 13 m/ek, 

anzugeben sind die Beschleunigungen bzw. Verzierungen und die zugehörigen 
Wege. 

Man erhält aua Gleichung (20) 

femer aus Gleichung (22a> 

«, = I ■ 13 ■ 29,2 = 263,2 m. 



Digitized^yGOO^IC 



Die Bewegnug mit veTftnderlioher BeBchleuDigung. 19 

Teilt man die Anfahrzeit in 6 Reiche Teile, so ergibt aioh dafür nach den 
Formeln (19), (21), (22) die folgende ZnBammenBtellung: 

TeU 1 2 3 4 5 6 



0,73 


0,59 


0,445 


0,295 


0,15 


m/8k* 


n,m 


7.22 


9,02 


!1,55 


12.64 


13.0 m/ak. 


».m 


37.6 


79,2 


131,3 


190,5 


253,2 m. 



I>ie Äoftragung der Werte in Ab- 
hängigkeit von der Zeit t zeigt die 
Fig. 20. 

Für die Verzögerung ist naoh den o, 
Formeln (10) und (8) 



Pt ■- 



->A = o.67mM=, 



«t = i ■ 13 • 19,4 = 126,1 m. 
Fttr die gleichförmige Bew^ung er- 
gibt Formel (1) 

(H, = 13 ■ 32,4 = 421,2 m. 
Der Geaamtbetrag ist also » = 800.5 m. 
Beispiel 25. Die Ein-' und Aus- 
laßventile einer Gasmaschine, die mit 
n = 160 Umdr/min umläuft, arbeiten 
. mit einer Voreinströmung von 10 v. H. 
des Kolbenhubes. Ihr größter Hob 
ist Ä = 2,2 cm. Anzügen ist die 
Form der Steuemooken, deren Gmnd- 





Zylinder den Durohmeaaer -(i, = 12,5 om habe, wenn die Beschleunigung der 
Ventile anl den ersten ,% des Anhubes eine gleichmäßig zunehmende und die 
Verzögerung beim Rüokging eine gleichmäßig abnehmende sein soll. 
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20 I)>B Bew^pingBlebre. 

Dem Hub des KolbenH entspricht nach Fig. 21 der Bogen -^ , dem Huban- 
teil -j\, der Bogen 0,143 ' :t aui der bei 4 Hüben einmal umlaufenden Stouerwelle. 

let nun die Zeitdauer eines Kolbenhubes l^ ~ -^ — sk, so ist die der Ventil- 
eihebni^ baw. Senkung ' " 

9 ^ (0,50 + 0,143) 



i^ 



■ta- 



Damit ei^bt sich die Anfangebeschleuuigung durch Zusammenfassen der For- 

mehi (20) und (22a) zu 



I der Formehl (22) und (22s) den 

h 2 \t,! \ 3 tj H \ 21/ • 
und es gut Bomit die Zuaammenstellung: 

Nr. Ol 2 3 4 5 6 7 89 

3: = 0,039 0,1615 0,327 0,556 0,830 1,141 1,480 1,835 2,20 om. 
IMese Höhen werden auf den zugehörigen Halbmessern von dem eingeteilten 
Mittelpunktkreis der Rolle aus abgetragen, wobei der Übergang zu dem mittleren 
Kreisbogenstück etwas al^rundet wird. Um die Nockenfonn zu erhalten, schlägt 
man aus den so bestimmten Punkten die Halbmesser der Bolle und zeichnet 
damit die Äquidiatonte zu der Bahnkurve des Bollenniittelpuiikt«s. Die Kurve 
für den Verzogerungsast wird genau gleich ausgeführt. 

Durch die Auftragung über dem Kreisbogen ist die Parabelform der Zeit- 
Weglinie ganz verlorengegangen. 

Die Rg- 19 gilt auch für die Winkelgeschwindigkeit w bzw. Winkel- 
besohleunigung s, ebenso die entsprechenden Formehi: 

r„., = 2~, (24). 



«, - f ■ CO, • I, . (26) 

Beispiel ä6. Für das Anfahren einer Fördermaschine mit Bobinen bis zur 
Winkelgeschwindigkeit «i = 5 1/sk werden (j = 38,8 sk gebraucht. Anzugeben 
■st die größte Winkelbeschlennigung und der zurückgelegte Bogen. 
Man erhält aus Formel (24) 

Em« = 2 ■ ^ = 0,258 1/sk«, 

Äe von der Zeit bis zur Zeit tj geradlinig bis auf hemntei^ht. 
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r iat naah (Formel 26) 



Z^egt man die Aniahrzeit wieder in 6 gleiche Teile, so ergibt eiöh n 
J'ormdn (2S), (23), (22) die Zosammenstellung: 



e = 0,258 0.215 
ü = 1,63 
1 = 5,09 



0,172 0,129 0,086 0,043 
2.78 3,47 4,46 4,86 
19,16 40,41 67,01 



l/ak», 
5,0 1/Bk, 
97,30 129,30. 



Ist die Zeit-Weglinie unmittelbar gegeben, ohne daß ihr i 
matiaches Gesetz bekannt ist (Fig. 22), so entnimmt man i 
beliebigen Punkt B durch Ziehen der Kurven- 
tangente die Geschwindigkeit 

ds 

« = — = tga. . 



Vorteilhaft zieht man durch einen im Abstände 
1 sk oder dgl. von einer Senkrechten beliebig 
angenommenen Pol Parallelen zu den Kur- 
ventangenteo, die natürlich sehr sorgfältig be- 
stimmt werden müssen, und erhält dann auf der 
Senkrechten die Abschnitte v = 1 ■ tga (Kg. 23). 





Fig. 22. 



Fig. 23. 



In derselben Weise kann aus der Zeit-Geschwindigkeitslinie die 
Zeit-Beschleunigungslinie entwickelt werden. Eine andere Art der 
Aufzeichnung ergibt die Fig. 24, in der AB ein Stück der Gcschwindig- 
keitskurve über der Weglinie x darstellt. Es ist dann die Beschleunigung 

«Je rf c dx 

Errichtet man also in einem Punkt der Geachwindigkeitskurve die 
N'ormale dazu, so schneidet sie auf der Weglinie die Beschleunigung 
ah. Letztere ist die Subnormale der Geschwindigkeit. 
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Die äewegongslehre. 

Dm in Bd. I, S. 139 beschriebene Verfahi«n Kor Auf- 
zeiobnung der Ditierentialkurve ist hier im allgemeinen 
zu ungenau, da die auIzumeBaenden XJntorBahiede eu klein 
ausfallen, wenn man nicht mit dem Vergröl3enmgsglBs 
arbeitet und die Unterschiede gleich mehrfach vergröQert. 
aufträgt. 

Will man umgekehrt aus einer gegebenen Be- 
scMeunigungakurve die zugehöiigeGesch wlndigkeitfi- 
bzw. Wegkurve bestimmen, kann man die Aufzeich- 
nung der Fig. 22 und 23 riickwärtfi ausführen. Nach 
einemanderenVerfahren*^) zerlegt man die Zeitachae 
in gleiche Teile A t derart, daß die dadurch erhaltenen 
Abschnitte der BeschleanigungHkurregröQtenteilsals geradlinig angesehen 
werden können (Fig. 26). Dann ist die Geschwindigkeit im Funkte Ä ge- 
geben'als Produkt der Flfiche OAiA und des Achsenabschnitt«8 ÖA, =Ati, 
also wenn durch Wahl des Maßstabes At= 1 gemacht wird und OA eai- 
nähemdgeradlinigist, t>j = J-.4i-4 ^A^Af. Im zweiten Zeitabschnitt J (j 
ist entsprechend die Zunahme der Ge- 
schwindigkeit gleich der mittleren Höhe des 
Trapezes AtABBi Sie wird an BiA^ ange- 
tragen bis B^ imd so fort Man erhält so die 
Geschwindigkeitskurve v. und kann die 
Wegkurve s durch nochmalige Wiederho- 
lung desselben Verfahrens bestimmen. Ist 
die p-Kurve an einer Stelle zu stark ge- 
krümmt, so halbiert oder drittelt man dort 
die zJ (-Teilung, hat aber dann die Maß- 
stäbe beim Auftragen der Integrations- 
kurve auf die Hälfte bzw. ein I^ttel zu 
verkleinern. 

Beispiel 27> An einem Personenaufzug fttr 
4 Personen wnrden die beiden im oberen Teil 
Fig. 25. der Fig. 26 wiedergegebenen Zeit -Weglinien 

beim Bremsen aufgenommen'*), und zwar die 
Kurve a bei Aufwärtafahrt, die Kurve b bei Abwärtefahit. Anzugeben ist der 
Verlauf der zugehörigen Zett-Oesohwindigkeits und Zeit-Verzögerungslinien. 
Gefahren wurde mit der Höchstgeschwindigkeit v = 1,19 m/sk, bei der Aufwärte- 
bewegnng betrug der in 0,6 sk durchlaufene Bremsweg 0,232 m, bei der Abwärts- 
bewegung 0,266 m, wozn 0,66 sk gebraucht wurden. 

Um die Zeit-OeBchwindigkeitskurven in verdoppelter Höhe zu erhalten, ist 
der Pol in 0,2 sk Abatand von der QeschwindigkeitBachBe gewählt worden. Die 
Parallelen, die von dort zu den in den einzelnen Zehntel-Sekunden an die Zeit-Weg- 
kurVQ gelegten Tangenten gezogen werden, schneiden auf der Senkrechten die 
entsprechenden Oeachwindigkeitsabnahmen ab, die auf die Zeitlinien übertn^n 
die mittleren Kurven v, und v^ der Eig, 26 ergeben. 

Entsprechend werden daraus die Zeit- Verzögerungskurven in dreifacher Yer- 
grdßerung entwickelt, i Man bemerkt, daß die Verzögerung nur bei der Abwärts- 
fahit w&brend der ersten Va der Brenuzeit i^eichförmig zunimmt, dagegen bei 
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der Anfwärtrfahrt von vornherein einen etark gekrflmmton Verlauf hat. Das 
läßt schon die zugehörige Zeit-Geachwindigkeitskurve durch ihie Abweichung 
von der Parftbelform erkennen, denn die genaue Parabel teilt die Rechteckfläohe 
im Verhältnis 2:1, was nur bei der Kurve v^ anfänglich zutrifft. 

Beispiel 23< Die Zeit- Verzögerungskurve bei eioer SchneUbiemsui^ mit der 
Weetingbouae-Dmokluftbremse bei der Fahrtgeeehwindigkeit F = 90 km/st ist 




''%^ 



Kg. 26. 



durch die obere Kurve der Fig. 27 gegeben"). Der Bremsdruck in den Brema- 
zylindern war dabei unverändert geÜieben; nur die in Bd. II, 8.29 dargeBtellten 
Änderungen der Beibungsziffer rufen die Ungleichmäßigkeiten der Flg. 27 hervor, 
die auch bei anderen Fahrtgeeohwindigkeiten in gleicher Weise erscheinen. Ea 
dauert 2^ ak, bis der Bremsapparat dee letzten Wagens des Zuges in Tätigkeit tritt. 
Zu ermitteln ist der Verlauf der Zeit-GeechwincUgkeita- und der Zeit -Wegkurve. 



1») Oppermann, Z. d. V. d. I. 1907. 
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Die Zeit - Geaohwindig- 
keitskurre wird nach dem 
an Hg. 2S auseinanderge- 
setzten Verfahren duroh Auf- 
messen der entapreohenden 
Höhen der Zelt-Verzögerongs ■ 
kurve gefunden. Um nickt 
eine zu große Zeichnung zu 
erhalten, Bind die Höhen in^ 
der aufgemessenen Länge anf- 
getragen; ihr Maßstab ist 
demnach 10 mm = 5 m/ak. 
Denn bei ^ t =2,5 mm = i sk 
und dem Beschleunigungs- 
maßatab 10 imn=0,5 m/sk» 
ifit der Flachen-Geachwindig- 



25 n 



i' = 0,6: 



m/sk. Die Verkleinerung v 
^ eigiU also 0,625 m/ak 

In gleicher Weise wird dar- 
aus die Zeit- Wegkurve auf- 
getragen, indem die aus der 
Zeit-Gesohwindi^eitslnirve 
entnommenen Höhen in ^ 
der aufgenommenen Größe 
aufgetragen werden; ihr Maß- 
stab ist entsprechend 10 mm 
= 37,5 m. Es ei^bt doh so 
für die Wege eine in dem 
kleinen Maßstab (^/u des 
der Zeit-Verzögenrngskurre) 
völlig stetig verlaufende Kui- 



Pig. 27. 



beträgt 385 n 

Beispiel 29. Die Be- 

Bchleun%ung eines Schnell- 
zuges während der Anfahr- 
zeit ist gegeben durch den 
Kurvenzug der Fig. 28 und die zweite Spalte der naolistehenden Zusammen- 
stellung (TgL Beispiel 69). Anzugeben ist die zum Anfahren bis auf die Oeechwin- 
digkeit F = 90 km/at erforderliche Zeit. 
Bis zur Ffthrtgeschwindigkeit 7 = 29 

km/st, also v ^ — ci 8,05 m/sk kann mit 

dem Mitt«lwert 

P= i- (0.1065 + 0,1041) = 0,1048 m/sk' 
gerechnet werden. 
Man ert^t so aus 
Gleichung (10) die 
bis dahin gebrauchte 
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Für die folgenden ZeitabBohnitte wird am einfachsten mit dem entsprechenden 
Mittelwert von p und dem jeweiligen Unt«rechied der CSeschwindigkot ^t> ge- 
reoimet, wie die Zusammraistellung angibt. 



7 


P 


P. 


J» 


., 


j 


ktn/Bt 


mliV 




m>k 


ak 


■k 





0,1056 











2» 


0,1041 


0,1048 


8,056 


76,8 


76.8 


36 


0,0864 


0,0953 


1,944 


20,4 


97,2 


46 


0,0685 


0,0775 


2,50 


32.2 


129.4 


54 


0,0679 


0,0632 


2,60 


39,5 


168,9 


63 


0,0479 


0,0629 


2.50 


47.2 


216.1 


72 


0,0392 


0.0436 


2,50 


67,4 


273.5 


80 


0,0323 


0,0368 


2,222 


62.1 


335.6 


89 


0,0249 


0,0286 


2,78 


97,1 


432,7 



Den Verlauf der Oeeohwindigkeit in Abhängigkeit von der Zeit stellt dann die 
!Fig. 29 dar. Während die ganze Anfabizeit bei der Anfangsbeeohleunigung nur 



0.1048 
dauert, ist sie jetzt auf 433 sk geetiegen. Damit betrftgt der Anfahrweg 
2 {» ■ ^ = (i ■ {8,05 . 3.6) ■ 76,8 + 20,4 ■ 32.5 + 32.2 ■ 40.6 + 39.5 ■ 49,5 

+ 47,2 ■ 58,5 + 67.4 - 67.6 + 62.1 ■ 76 + 97,1 ■ 86] : 3,6 - 6850 m. 




Der dunib das Anfahren hervorgerufene Zeitverlust ist jetzt nicht 120 sk, sondern 
gemäß Fig. 29 



^.,_2(l:ii)_.33_6850_, 
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Die gebräuchliohe Übersublagreohniing mit dem Anfftngswert der Besohleimignng 
gemäß Beispiel 22 ist also um ^ zu f^xietig. Der Fehler wird noch größer, weim 
das Anfalu«u auf einer Steigung erfolgen muß. 

^ „„, ,^ „ „ » BeUpielSrt. Aneinem 

durch unrunde Scheiben be- 
wegten Einlaßventil des 
Niederdruckzylindere einer 
Dampfmaschine ist die in 
Fig. 30 oben wiedergegebene 
Ventilerhebungakurve be- 
stimmtworden"); sie liefert 
eme Füllung von ÖSv.H. 
de« Kolbennuttes, Anzu- 
geben ist der Verlauf der 
Zeit-Gieechwindigkeits- und 
Zeit -Beschleunigungakurve. 
•", Durch Ziehen der Paral- 
lelen zu den Tangenten, die 
in den einzelnen Punkten 
an die Ventilerhebui^- 
kurve gelegt werden, von 
einem nur 0,05 sk von der 
Lotrechten entfernten Pol 
/i auB erb&It man leicht die 

*im unteren Teil der Fig. 30 
gezeichnet« Zeit- Geschwin- 
digkeitskurve in dem an- 
g^^benen Maßstab. Das 
betreffende Poldiagramm ist 
hier weggelaaaen worden. 
Hieraus ist die Zeit-Be- 
sohlennigunga- bzw. Zeit- 
Verzögemngskurve in gl«- 
cher Weise beatinunt wor- 
den mit einem nieder um 
die Hälft« verringerten Pol- 
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Man erkennt, daB eine 
scneinbar recht riatt ver- 
laufende Zeit -Wegkurve 
doch eine Zeit-Qeschwindig- 
keitskurve liefern kann, 
deren einzelne Zweige von 
,., ,,,«.,„ COT vt Vi\j OJia ™aG.rad.nzieiiüi;hw«l 

V abweichen. Infolgedeeeen 

Fig. 30. zeigt die Zdt-Besoh1euni< 

gungskurve, bei der sich die 
kleinen Abweichungen der Selt-QeschwindigkeitBkurve stark vergrößern, mehr- 
fache Schwankungen. Die Ventilantriebssoheiben sind idao keineswegs besonders , 
günstig geformt. Da der Gang der Ventile als ruhig angegeben wird, so ent- 
nimmt man der Darstellung, daß eine Aufschlaf^^chwindigbeit von 0,2 m/sk 
statthaft ist. 

ßeispl«! 81. An emem Preßlufthammer ist die im oberen Teil der Fig. 31 
gegeiiene Zeit-Weglinie aufgenommen worden"). Der Hammer vom größtm^- 
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liohen Hub s = 16,0 om und dem Kolbengewioht G = 0,577 kg machte 1097 Schläge 
in der Minute. Anzugebeniat die Zeit-Geeohwindigkeite- und Zeit-BeschleunigungB- 
Knie. iq 

Zur Entwicklung der ersteren Kurve wird der Pol im Abstände .-^^ sk von 

der IiOtreohten angeordnet; man erhält dann die Zeit-GeschwindigkeitHÜnie in 
dem gezeichneten HaQstab. Die Geeohwindigkeit steigt beim Hingang von 
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Fig. 31. 



eoheinbai' fast stetig bis nahe an den Höchstwert 11 m/ak. Infolge des Rückprall» 
nach dem Auftreffen beginnt der Rückgang mit der Geschwindigkeit 5,3 m/ek, 
die schnell auf den Kleinstwert 2,2 m/sk abfällt. Von da steigt sie annähernd 
stetig wieder bis zum Höchstbetrag 5,6 m/sk, auf dem sie sich während eines 
Drittels des Hubes hält, um dann bis herunterzugehen. 

Um die Zeit-Besohleunigungsknrve möglichst deutlich zu erhalten, wu^e ihr 



Pol ebenfalls L 



Abstände 



10 

"lOGo' 



. angenommen. Die Kurve ergibt, daß die Be- 
schleunigung des Rückpralls etwa 1280 m/sk beträgt; auch sonst sind die Be- 
schleunigungen entsprechend der kurzen Zeitdauer sehr groQ. Auffällig ist eine 
gewisse Unstetigkeit der Beschleunigung beim eTst«n Drittel des Hinganges. 
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Die Bewegungslehre. 



6. Sehwingungsbewegungen. 
Gegeben ist eine gleichiörmige Drehbewegung mit der Winkel- 
geachwindigkeit tu , die zur Zeit * = von dem Winkel <p auHgeht 
(Fig. 32), also zur Zeit ( den Winkel (o-t-\-(p, von der Achpe aus ge- 
meeeen, zurückgelegt bat. Es boII der zur Acbse AB senkrechte Aas- 
schi a g a eines im Abstände r von der Drehachse befindllcbea Punktes 
in Abhängigkeit von der Zeit aufgetr^en werden. 
Die F^. 32 ei^bt sc^eich 

« = r-8in(a). i + 9)), (27) 




und die Auftragung mit einem beliebigen I^äogenmaßstab für die Zeit ( 
liefert die allgemeine Sinuslinie, die sieb in den gleichen Zeitabschnitten 



wo also (o- T = 2-n ist, immer wiederholt, was ja durch die Her- 
leitung dieser Schwingungsbewegung aus der gleichförmigen Dreh- 
bewegung selbstverständlich ist. 

Die Geschwindigkeit des Pmiktes bei seiner Ausschlagbewegung 
ergibt sich gemäß Formel (I) zu 

As tf sin (o> ■ ( + y) 



o ■ cos((w-( + .p) (28) 
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V ^ r • (0 • siQi— + (o • t + <p]. (28a) 

Die Zeit-Geschwindigkeitakurve wird aus der Zeit-Wegkurve erhalten, 
indem man alle Ordinaten um das to fache vei^ößert und die ganze 

Kurve um ^/^ der Periode — naeh dem Anfai^punkt hin verachiebt 

(Fig. 33). Ea ist auch ohne weiteres erklärlich, daß die Ausschlag- 
bewegung beim Durchgang des Punktes C durch die Achse AB der 
Fig. 32 die größte Geschwind^keit hat und beim Durchgang durch 
die dazu senkrechte Mittelachse des Kreises die Geschwindigkeit 0. 
Aus Formel (10) erhält man weiter die Beschleunigung der Schwin- 
gungsbewegung zu 

(Iv j d coa {co ■ t -\- <p) 

^^~dt^^"" dia>-t + xp) (29) 

= — r - co' ■ sin {cu ■ ( + 9?) = — »w* ■ s . 

Die Zeit- Beschleunigungskurve ist um die halbe Periode gegen die Zeit- 
Wegkurve verschoben, und ihre Ordinaten sind die mit dem Faktor a»* 
erweiterten der Zeit-Wegkurve (Fig. 34). 

Setzt man aus Formel (9b) den Ausdruck für p ein, so geht die 
Gleichung (29) über in 

und man kann als Lösung dieser Ditferentia^leichung der einfachen 
harmonischen Schwingung angeben 

3^T.sin{<o-t + <p), (27) 

worin r und ip Festwerte sind, die aus besonderen Angaben über den 
Anfangs- oder auch einen beliebigen Zwischenzustand der Schwingung 
zu ermitteln sind. Die Lösung kann auch geschrieben werden 

a = r ■ sin (ü) ■ i) - cos <p + r- cos (ot ■ t) ■ ain.<p . 

Da nun tp ein unveränderlicher Winkel ist, so können seine Funktionen 
cosq:' und singi mit r zu je einer neuen Veränderlichen zusammen- 
gefaßt werden. Man erhält so eine andere Form derselben Lösung: 

a ^ Cj.sintui + Ca- coso)(, (27a) 

worin Cj und Cj die durch die zweimalige Integration hinzugekommenen 
Festwerte sind. 

Beispiel 33. Das Gegengewicht in dem D = 3,10 m SuTchmeBBer habenden 
Treibrad einer Lokomotive, die mit F = 90 km/at fährt, habe seinen Sohwer- 
piinkt im Abstand r = 0,82 m von der Achse. Anzugeben ist die größte Be- ' 
Bchleunigung des Schwerpunktes. 



Digitized^yGOOgle 



30 



Die Bewegnngdehre. 



Man entnimmt den llig. 32 bis 34 sofort, daB die größte Verzögenmg des 
Punkte«, &Ibo eine nach unten gerichtete Beechleuniguug Btattfindet, wenn ei 
Beine höchste Lage erreicht hat, und daß die größte na^ oben gerichtete Be- 
schleunigung in seiner tiefBt«n Loge eintritt. Der Höchstwert ist nach Fig. 34 . 
p = ± (i>* ■ r. Hieraus folgt mit Benutzung der Formeln {2b) und (7) 
/0,278-F\' /0.5S6-90\< 



i-D , 



' 2,1 



■ 0,82 = 4,65 m/sk». 



Beispiel SS. Zu untersuchen sind die Sobwingungsbewegongen des Bad- 
aatzes eines Straßenbahnwagens"), dessen Räder vom mittleren Dorchmeaser D 
und dem Abstand der Schienenberührungsstellen a -^ 1,44 m die auf der ganzen 
Radbreite unveränderliche Neigung tg y haben (Fig. 35). 

Wenn der Kadsatz um den Betrag y nach einer Seit« aus der Hittelstelliuig 
hinausg^angen ist, so ist der Durchmeeser der Idufstelle des einen Bades um 
2 ■ y ■ t^ )■ bleiner und der des anderen um denselben Bet^(^; größer als D. Infolge- 
dessen dreht sich der ganze Bad- 
satz so in der Gleisri btung x. 



-e-t 



I 



1 die im Abstände 
Gleismitte befindliche Spitze des 
von der Mittellinie der Achse und 
(- [ — I f den beiden Lauf stellen gebildeten 
' 1* " Kegels (Fig. 36). Man entnimmt 
der Fig. 36 den Zusammenhang 



f 




Biese Drehung der Mitte des 
Radsatzes ruft bei einer Vor- 
wärtsbewegung um X eine weit«Te 
Vereohiebung um dy nach der 

Seit« des kleineren Bades hervor, und ans 

der Fig. 36 folgt 

-dy _ ^ 

Wird nun a; als ein sehr kleiner Zu- 
wachs ttx angenommen, so ist die Ab- 
nahm« von y eine sehr kleine Größe zweiter 
Ordnung, und diese Gleichung geht über in 



-rf^y 



Durch Verbindung mit dem obigen Ausdruck für - erhält man hieraus die 
Differentialgleichung der Seitenbewegung des Eadsatzes: 
d'y__ 4^tgj' 

Bire Lösung ist nach Formel {27 a) 

wo y = ist, wird auch x = angenommen, 
r Erfüllung der Gleichung für den Anfang der 

") Sieber, Z. d. V. d. L 1903. 
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Bewegung C| =a sein. Hat die Achse nun das seitliolie Spiel b , so hat der gr&ßt- 
mSgUche, bei dem Winkel ^ eimtretende ÄuaBoblag den Wert ^ b; Merans be- 
stimmt edoh C, = i 6. Somit ist 

V-J».*.(2..)/]«i). 
Die Periode einer vollen Hin- und Hecachwingung bestimmt sich aus der 



-"is-.- 



tuwbhöngig vcm dem seitlioben Spiel b. 

Hsji erhält hiemooh die folgenden Werte für I bei a 



tgy 


D 


= 0,8 


1,0 


1,25 


m 


1:18 




= 13,1 


14,6 


16.3 


m 


1:20 




16,1 


16,9 


18,9 




1:30 




18,5 


20.7 


23,1 




1:60 




23,9 


26,7 


29.8 


.. 



Fttr a = 1,006 m dad diese Werte mit 0,836 zu multiplizieren. 

Um die Schiefstellung der Äohae zu bewirken, iat ein gewisses Spiel s in Rioh- 
tnng der * erforderlich, daa sich bestimmt zu e = ffl ■ tg « , worin tg « = y ■ die 

Neigung der Sohwingungskurre gegen die a:-Aohse angibt, die hier für die Stelle 
des grCBten Aussohloges 

\ D-a 2 
Eo ndimen ist. Duroh Differentiation der Gleichung für den Aussohlog y folgt 



-ii 



Bei e = 4 mm Spiel, dem etwa 6 mm in den Achsgabeln entspricht, und a •= 1,4 
ei^bt sich der größte AuBsohlag J6 nach folgender Aufstellung: 
tgy I J? = 0,8 1^0 1.26 m 



1 ; 15 I i(t = 6,8 



1 : 50 10,5 11,8 



FOf a = 1,005 m sind diese Werte wiedei mit 0,836 zu multiplizieren. 

Da lange Schwingungen nicht so unangenehm empfanden werden wie kurze, 
selbst wenn die Ausschläge gritBer sind, so sind Radkränze mit geringer Neigung 
günstiger. Immerbin dürfte man mit tg y nicht wesentlich von 1 : 26 abwei- 
chen. Die Schwingungen machen sich als Schlingern des Wagens dann bemerk- 
bar, wenn die Vorder- und Hinterachse ganz oder nahezu übereinstimmend 
schwingen, aber nach entgegenge«etzter Richtung. 

Beispiel 84. Infolge unvermeidlicher kleiner Fehler bei der Herateilung nnd 
dnrob die Abnutzung der Zähne eines Zahnräderpaorea tritt bei jedem Eingriff 
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Abwechselnd eine Beschleunigung und VerzdgemBg auf, deren Werte wegen der 
kleinen zur Verfügung Btebenden Zeit recht erheblich sind"). Anzugeben ist die 
Anzahl der eint»clien Schwingungen in einer Sekunde, wenn das Rad «^ = 20 ^hne 
hat und n = 150 bzw. 1050 Umdrehungen in der Minute, macht. 






1050 ■ 2 ■ 20 

6Ö "" 



Das Räderpaar gibt also ein gleiohmälligea Buirendee Geräusch, deaaen Tonhöhe 
bei schnellaufenden Rädern schon recht erheblich ist, wenn das kleinere Rad 
nicht aus einem den Ton dämpfenden Material hergestellt wird. 

Eine Schwingung, die nicht rein naoh dem Sinusg^setz erfolgt, 
wild als gestörte harmonische bezeichnet. Eine solche ist die des 
Schuhkurhelgetriebea"): Der Kurbelzapfen C bewegt sich um die 
Achse mit der gleichförmigen Geschwindigkeit t>=r-co (Fig. 37). 



C,-'--^s 




Fig. 37. 

Der inneren Totlage C^ der Kurbel entspricht dann die äußere Tot- 
lage A des Kreuzkopfes bzw. Kolbens imd der äußeren Totlage C^ 
der Kurbel die innere B des Kreuzkopfes bzw. Kolbens. Es ist also 
ZB = C,^oder a = 2r. 

Zu einem beliebigen von der Kurbel zurückgelegten Winkel « gehört 
der Kreuzkopfweg x = AD — C^E. Zwischen dem Ausschlagwinkel ^9 
der Schubstimge von der Hange l und dem Kurbelwinkel « besteht 
der Zusammenhang 

OF = r ■ eina = l ■ »mß , 

Also 

ßiaß =^ j • aina . (30) 

Nun ist 

^ = r-(l — cos«) und FE = 1 ■ {l - coäß) . 
Mit 



iaß = yi — sin^ =1/1 — fy- sinaj ^ I ~ "H" ' (y " ^"**) 
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wird somit 

^ = a;=r-(l -0O8« + 4.-^-8111»«). {31a} 

Für den Rückgang des Ereuzkopfes bzw. Kolbens gilt entsprechend 
gemäß Fig. 38 




Man bezeiclinet das dritte Glied der Klammer ^s Störungeglied 
der Schubkurbclbewegung. Ea erhält seinen größten Wert -^ ■ y 
für « = — ; Beim Hingang eilt der Kolben der Kurbel vor; sein Weg 
beträgt bei Mitt«lstellung der_ Kurbel bereits 

Beim Rückgang eilt der Kolben nach; bei Mittelstellung der Kurbel 
ist sein Weg erst 

'-•"■{' -i-t)- <"" 

Zwei zur Achse AC2 symmetrische Kurbelstellungen C ergeben natür- 
lich dieselbe Kreuzkopfstellung D. 

Die Kreuzkopfgeschwindigkcit c im Abstände x von der Totlage 
ergibt sich naeh Formel (2) zu c = -^ • Nun gilt nach den Fi^. 37 und 3S 

C^C hzw.C^G = vt = r-oi, 
also 
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K 



K 




p 


^ 


s 


Fig. 40- 












I 




^ 


\ 


-;. 



Das StöruQg^lied erhält hier seinen 
größten Wert + -.yföra=^4ö'', 
1 
~2' 

135°, und es verschwindet bei 
« = und 90°. 

Die Kreuzkopfbeschleunigung 
ergibt sich durch nochmalige 
Differentiation zu 
de V de 
^^'dt^'r'dx 



p = — . Icosa + y cos 2a I . (33) 

Der Größtwert + y des Storungs- 
gliedes tritt bei ä = 0° ein, der 
kleinste — j bei a. = 180°. 
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Setzt mut wieder ein 



so erhält man aus Formel (33) die Differentialgleichung dieaer gestört^i 
Schwingung 



» + ^ = 



1± 



i' i~i' i 



• cos 2« 



(33a) 



deren angei^herte Lösung die Gleichungen (31s) und (31b) bilden. 
Trägt man den Verlauf von a , u , p in Abhängigkeit von dem Kurbel- 
winkel a auf, so ergeben sich die Schwingungskurven der Figg. 39, 40, 41 , 
worin die dünn gezogenen Linien die Werte- ohne Störungsglied und 
die stark ausgezogenen Linien die genaueren Werte mit Störungsglied 
wiedergeben, und zwar für den bei liegenden ortsfesten Kraftmaschinen 



gebräuchlichen Fall -j 



. Bei stehenden Kraftmaschinen ist gewöhn- 



' l 6" 

lieh y = T— , ebenso bei liegenden Schnelläufern. Für stehende schnell- 
laufende Maschin« 



1 gilt 



zeugmotoren - 



1 



- , bisweilen bei Kraftwagen- und Flug- 



Säge- 



Lokomotiven haben -; 



1 1 



" 3,8 ■ 10 ■ ^ j l' 

gatter und ähnliche Maschinen — = — ■ . Der Deutlichkeit halber ist 

in den Figg. 40 und 41 »u = 1 gesetzt worden. 

Gewöhnlich gibt man den Verlauf der Geschwindigkeit und Be- 
schleunigung in Abhängigkeit von der Kolbenstellung an, wie die 
Figg. 43, 44 zeigen. Die Kolbenstellung findet man durch Rechnung 
naeb Formel(31) und zeichnerisch, 
indem man von eineth angenom- 
menen Punkt C des über dem 
Hub 8 = 2 r errichteten Kurbel- 
halbkreises einen Kreisbogen mit 
dem Halbmesser l aus einem auf 
der «-Achse nach dem Zylinder- 
ende der Maschine hin gelegenen 
Mittelpunkt D schlägt (Fgg. 37 
und 38). Diese Art der Aufzeich- 
nungist jedoch wenig genau ;besser 
und einfacher ist die folgende^*) : 

Als Scheitel des Kiirbelwinkols « wird nicht der Mittelpunkt des 
Kurbelkreises genommen, sondern der um den größten Wert des Stö- 
rungsgliedes 9 ■ y • »■ ßa«h der Kurbel hin verschobene Punkt Cf. Ei 
kann dann einfach der Punkt C des Kurbelkreises auf die s- Achse herunter- 




riß. 42. 
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gdotet werden (Fig. 42) , Man erhält ebenao nmgekehrt zu einer gegebenen 
Kolbenstellung E die zugehörige KurbelBteUung C. Das Verfahren ist 

nicht ganz genau, sein größter Fehler beträgt *") jedoch bei -r = ■; 

nur 0,0019 r, BodaB andere amatAndlichere Verfahren'*) keine prak- 
tische Bedeutung haben. 

Die GeBchwindigkeitfiknrre.ohne StÖrungeglied läßt sich sehr bequem 
zeichnen, wenn man den Geschwindigkeitsmaßetab v = r wählt. Sie 
wird in dem Fall ein Kreis über dem Durchmesser s , wie die Formel (32) 
ohne weiteres erkennen läßt. Andernfalls ist sie eine Ellipse. Zur 
Berückeichtigang des Störungsgliedes schlägt man um einen Kreis 



mit dem Halbmesser 



r, zieht den der Kolbenstellung E ent- 



sprechenden Strahl O'D und den dazu parallelen Ol/, trägt die zwischen 
dem Schnittpunkt D,, und der Wegachse abgeschnittene Strecke senk- 
recht über der Kurbeiatel- 
liing D' auf; durch wi^e- 
rechtes Herüberziehen er- 
gibt sich dann der Punkt C 
der Gteschwindigkeitskurve 
(Fig. 43). Denn dem Win- 
kel OC/D = X entspricht 
der Zentriwinkel 2 a. , dessen 
Sinus gemäß Formel (32) 
genommen wird. Man ent- 
nimmt der Äufzeichnimg 
noch, daß die Kolben- 
geschnindigkeit bei dem 
Schiibstangenverhältnis 

— = —zwischen x = 0,28 s 
l 5 

und a; = 0,58 s nur zwischen 
den Grenzen 0,97 v bis zum 
Höchstwert 1,02 u, der bei 
a cv, 79° erreicht wird, und 
wieder herunter auf 0,97 v 
schwankt. 

Die Beschleunigungs- 
Pig- 44- kurve ohne Berücksichti- 

gung des Störungsgliedes 
Denn ohne Störungsglied er- 




ist eine schräge Gerade (Fig. 44). 
gibt die Formel (31a) cosa = 1 — - , und damit geht Formel (33) 
, eine Gleichung ersten Grades zwischen p 



über i 



._. 1_ 



»>) Kuhn, D. p. J. 1911. 

") Goldberger, D. p. J. 1906; Nolet, D. p. J. 1007. 
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und X. Der Anfangapunkt auf der Deckelaeite und der Endpunkt auf 
der Kurbelseite der Kurve mit Störungsglied bestimmen sich gemäi} 
Formel (33) für « = bzw. « = 180° nach den Angaben der Fig. 44. 

Die Kurve schneidet die Kolbenwegachse im Abstände - ■ r vor der 

Mitte, wieman erhält, wenninFormel (33) p=0undcos2a = 2-cos*a — 1 



gesetzt wird. In der Mitte des Hubes liegt sie wieder um den Betrag -■■ 

unterhalb der Kolben wegachse, wie Formel (33) für a — 90° ergibt. 
Sie aclmeidet die ohne Berücksichtigung des Stöningsgliedea gezogene 
Gerade bei dem Kurbelwinkel « — 45°, denn für ihn verschwindet das 
StÖrungsgUed. Setzt man diesen Wert a = 45° in die Formel (31 a) 
für den Kreuzkopfweg ein, so erhält man die in F^. 44 eingetragenen 
Abschnitte, Aus diesen sechs leicht festzulegenden Punkten läßt sich 
die Kurve mit großer Genauigkeit zeichnen. Es ist eine Parabel, denn 
sciiroibt man cos 2« =1 — 2-ain^a und entfernt aus den beiden 
Gleichungen (31a) und (33) sin^a, so ergibt die erstere eine Bestim- 
mungsgleichung für cosa. Wird der hier- 
aus folgende Wert wieder in die Gleichung 
für f eingesetzt, so erhält man eine quadra- 
tische Gleichung zwischen p und x. Hier- 
nach ist es ein Kegelschnitt; daß es eine 
Parabel sein muß, lehrt die Kurvenform 
ohne weiteres, was sich auch durch weitere 
Umformungen rechnerisch nachweisen 
läßt. 

Beispiel 86. Anzugeben ist die Form des 
in Beiepiel 25 berechneten Steuemockena für 
das EiiüaBventil einer Gasmaschine, wenn ge- 
fordert wird, daß der Ventilhub in jeder Stel- 
lung der augenblicklichen Kolbengeachwindlg- 
keit entspricht, daß also die Strömungsge- 
schwindigkeit dee Gases sich nicht ändert. 

Für die Maschine gilt das Schubstangenver- 




hältnis 



Damit wird die Kolbenge- 




schwindigkeit über dem Hub gemäß Fig. 43 
aufgetragen, und zwar im Maßstab r = 3,53 m/sk. 
Dieselben Ordiuaten sind gleichzeitig die Ven- 
tilerhebungen A im Maßatftb r = 2,2 cm. Der 
Hub s des Kolbens wird vorteilhaft gleich dem Fig. 45. 

Halbmesser des Mittelpunktkreises der Rolle 

der Ventilstange gezeichnet (Rg. 45), Der Halbkreisbogen der Fig. 45a wird nun 
in eine Anzahl gleicher Teile zerlegt und dieselbe Teilung auf dem Viertelkreis- 
bogen der Fig. 45 b abgemessen. Durch die letzteren Teilpunkte werden die 
Halbmesser gezogen und auf ihnen vom Bogen aus nach außen die im Verhältnis 

' _ verkleinerten Ordinaten der Fig. 43 a abgetragen. Die entstandene Kurve 

ist die Bahn des Rollenmittelpunktes bis auf den Anfang mit der Voreinströmnng, 
die naeb Fig. 21 in Beiepiel 25 zugefügt wird. Die mit dem BoUenhalbmeeser 
in gleichem Abstand dazu gezogene Kurve ist die gesuchte Form des Nockens. 
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Beispiel 86. In einer liegenden Betben-YerbuDdilanipfmaachine von den 
ZylinderdurchmeBBem £, = 33 bzw. i), := 60cm, dem gemeinsamen Hub « = 66 cm, 
den KolbenBtangendarchmeBBem tlg = 6,5 , d^ = 9 , d, = 1 1 cm, dem schädlichen 
Baum 7 Y.H. im Hochdruckzjlinder wid 5 v.U. im Niederdruck^ylinder, sowie 
dem Inhalt des Überatrömrohree von 0,70 des Hnbraumee dea Hochdruckzylinden 
BoUen die in der Mitte der Fig. 46 unaegebenen Dampfdiagramme verwirklicht 
werden. Zu bestimmen ist der Verlauf des Dampfes in der Uaeohine. 

Um dieselbe Breiteneinteilung der Fig. 46 für beide Kolbenseiten verwenden 
zu klbmen, wird mit einem für die vorliegende Rechnung belangloaen Fehler 
berechnet: der mittlere Hubnum dee Hochdmckzylinders 



braum dee Niederdmckzylu 



6tec mittlere Hubraum dee Niederdmckzylindc 



= 181,6dm'.^3,4-F,, 



der Inhalt des Zwiachenanfnehmere 

V^ = 0,70 ■ Fj = 37,3 dm= , 
der dea schädlichen Raumes im Hoehdruckzylinder 

Fi = 0,07 • F, = 3,7 dm\ 
der des Bchädlichen BkumM im Niedeidruckzylinder 

Fi' = 0,05- F, = fl,l dm'. 
Hierauf wird die Breifeneinteilung der Fig. 46 im Maßstab 1 mm — 3 dm* ge- 
zeichnet. 

Der über Fi bzw. F, geschlagene Kreis wird in 24 gleiche Teile geteilt und 
entsprechend die senkrecht zur F-Ächse nach unten verlaufende a-Achse in 24 
gleiche Teile. Bei F, wiid die letztere Teilung gegen die von F, um die HiUfte 
versetzt, da die Kurbelwinkel den Phasenabstand 180° haben. Bei dem Winkel- 
unteischied 00° der beiden Zylindeikurbeln, wie bei Verbundmaschinen mit 
besonderem Kurbeltdeb für jeden Zylinder, hätte diese Versetzung um J - 2 ;t 
zu geschehen. Äua den Mittelpunkten Q, bzw. 0) der Surbelkreise werden die 
Halbmesser nach den einzelnen Teilpunkten gelegt und die hierzu Parallelen, aus 
dem um -J^ dee Hubraumes nach der Kurbelseite verschobenen Brixschen Punkte 
bis an die Kreise gezogen, was bei der 24-Teilung mit Hilfe der Zeichendreiecke 
sehr bequem zu machen ist. Die so erhaltenen Kreiapunkte werden auf die ent- 
sprechenden, durch die «-Teilung gezogenen Wagerechten heruntei^olotet, was 
die Kolbenweglinie in Abhängigkeit vom Kurbelwinkel gemäß Formel <31) liefert**). 
Vom Punkt Ai , der der Voreinstiömung von 1 v.H. entsprioht, erfolgt die 
Füllung des Hochdruckzylinders mit Kesseldampf von i. M. 10,5 at absoluter 
Spannung bis zum Punkt E^. Hier wird der Kesseldampf von der Steuerung ab- 
gesperrt und ee folgt die Ausdehnung des Dampfes bis zum Eintritt der Voraos- 
strömung F,, die 10 v.H. dto Hubes vor der Totlage liegt. In dem Augenblick 
wird der hintere Raum des Hoohdruckzylinders mit dem Überströmrokr in Ver- 
bindung gebracht, und da der darin befindliche Dampf etwas niedrigere Spannung 
hat als der im Hochdruckzylinder, so findet bis zur Totlage Bi des Kolbens ein 
entsprechender Spannungsabfall statt. Schon vorher hatf« i>ei Aj die ebenfalls 
1 V. H. von F, betragende Voreinströmung in den Niederdruokzylinder begonnen, 
und die Überströmung des Da^ifes geht bis zum Punkt £, des Niederdruck- 
zylinders, dem die Stelle 0, am Hochdruckzylinder entspricht. Der Dampf dehnt 

") Schröter. Z. d. V. d. I. 1884. 
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sich dabei von dem Baum FiF[ auf den Banm OjEf aus, und sein Druck sinkt 
dementsprechend. Von £, bis F^ findet Auadehnune des im Niederdmckzjlinder 
abgesperrten Dampfe« statt und im Hochdruckzylinder und Zwisohenbehälter 
ZuaammendrUckung zwischen (?, und JT,. Hieran scUießt aich im Hochdruck- 
zylinder allein die ZusammendrllokunR von Ki bis j4,; im Niederdruckzylinder 
erfolgt von Ff Über ß, bie K^ der Auascnub in den Kondensator und von K, bis A^ 
die Zusammendrilckung. Damit ist der Kreislauf auf der Deckelseite beendet. 
An{ der Kurbelseite hat>en die Dampfdiagramme eigentUch die umgekehrte 
Lage. Einfacher ist es, sie in derselben beizubelialten und den Brixsohen Punkt 
nach der Gegenseite zu verlegen, wie der untere Teil der Fig. 46 zeigt. Die Ütier- 
atrömränme werden infolgedessen etwas kleiner als auf der Deckelseit«, ohne daß 
freiUch die Form der Dampfdiagramme dadurch nennenswert l>eeinflußt wird. 
Der Vergleich der Kurbelkreise für Hin- und Küokgang erribt femer, daß zur 
Erzielung derselben Dampfverteilung auf tieiden Seiten des Kolbens der Ventil- 
schlnB bei verschiedener Stellung der Kurbel erfo^en muß. Die Bögen AE sind 
brim Hingang kleiner als beim Rückgang und die Bögen KF größer. Dagegen 
ergeben sich nir beide Zylinderseiten die gleichen Stellwinkel d der Exzenter gegen- 
über der MJttellage der Maschinenkurbet. 

Die Auslaßventile werden gewöhnlich uomittelbar vom Exzenter gesteuert, 
wobei nur die Bewegung dicht am Ventilsitz durch zwisohengeschaltete Wälz- 
hebel od. dgl. verändert wird. Hon kann mm die gezeichneten Kurbelkreiee auch 
als in entaprechendem Maßstab vergrößerte Ezzeuterkreise ansehen und erhält 
so durch die Senkrechten zu den Sehnen FK bis an die Kreisbögen FK die auf- 
tretenden Ventilerhebungeu h. In den Totlagen der Kolben sind die Ventile 
schon ziemlich weit geöffnet; die HöohsterÖffnung Äniax findet unter dem Stell- 
winkel ö gegenüber der Mittellage der Kurbel statt. 

Die in jedem Punkt erforderhchen VentUerhebungen werden tfeetimmt. indem 
man die Kolbengeeohwindigkeiten, denen sie nach Beispiel 13 entsprechen, gemäß 
den Angaben zu Fig. 43 über der Kolbenwegachse aufzeichnet. Die zu den ein- 
zelnen Kurbol8t«llungen gehörigen Kolbengeschwindigkeiten werden dann von 
der Sehne FK aus in gleicher Länge aufgetragen, 
was die gestrichelte Kurve hefert. Diese wird 
jetzt durch Verkleinerung aller Drdinaten in 
demselben Verhältnis so umgezeichnet, daß sie 
erst an einer bestimmten, einigermaßen der 
Wahl unterliegenden Stelle h den Kreisbogen 
der wirkhchen Ventilerhebungen schneidet. Von 
dort an findet eine gewisse, beim Ventilschluß 
unvermeidliche Drosselung des Dampfes statt, 
die im Niederdnickzyjinder f riiher eintreten kann 
als im Eochdruckzylinder, da sie eine Erhöhung 
der Zusammendrückung bewirkt. 

Übhcher ist es, die tatsächliche größte Ven- 
tilerhebung Amax gleich der au einer ganz anderen 
Stelle auftretenden größten erforderlichen Aidkx 
zu machen (Fig. 40). Nach Beispiel 13 ist für den 
Auslaß des Hochdruckzjlinders hiats = 1>5 cm. 
Der Zeichnnng entnimmt man für die Kurbel- 
Seite Amn = 7,6 mm. Es ist also die Ventiler. 




Fig. 47. 



hebung im Maßstabe 1 mm = 



= 0,2 



gezeichnet, und man erhält als erforderlichen Halbmesser der Ezzenterkorbel aus 
der Zeichnung r = 8,9 mm = 8,9 ■ 0,20 -^ 1,8 cm. Für den Auslaß des Nieder- 
druckzylinders liefert Beispiel 13 A^x — 2,45 cm, die Kurl>elseite der Fig. 46 
Amai = 16,1 mm. Damit wird der erforderliche Halbmesser des Antriebsexzen- 
ters noch der Zeichnung r= 30,3 ■ ,»,- = 4160™, wenn die etwa eingeschal- 
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tete Hebelübersetzung das Verhältnie 1 : I hat. Die BeBtimmung wird nur für 
den Auspuff auf der Kurbelseit« vorgenommen, wo die Kurbelgeschwindigkeit 



am größten ist; für die Deckelseite 
nmg dann etwas größer als nötig. In 
Fig. 46 iat sie zur Klarlegung aller 
Verhältnisse auch für die Deckelseite 
aufgezeichnet worden. 

Beispiel 37. Es soll das Bampf- 
diagranun der Fig. 47 durch eine 
Sohieberstenening verwirklicht wer- 
den. AnEugeben sind die Abmessungen 
des betreffenden Schiebers und Ex- 
zenters. 

Schieber werden höoh^ns bei 
stehenden Dampfmaschinen unsym- 
metrieoh ausgeführt, um die Oewichts- 
wirkung des Kolbens usw. durch eine 
größere Füllung auf der Unterseite 
anszugleichea. Gewöhnlich berechnet 
man sie ohne BerückBichtigung der 
durch die endliobe Lange der Schub- 
stange hervorgebrachten Störung. !Gs 
wer<&n also die Hauptpunkte des 
Dampfdiagramms unmittelbar auf den 
Kurbelkreisumfang heruntergelotet. 

Sie sind nun nicht unabhängig 
voneinander wie bei-VentÜBteuerungen, 
sondern da die den Auspuff steuernden 
Innenkanten des Schiebers (Fig. 48} in 
derselben Richtung bewegt werden 
wie die den Einlaß st«uemden Außen- 
kanten, so müssen die Sehnen AE und 
KF der Fig. 47 parallel zueinander 
und senkrecht zu der die Schieber- 
beweguDg daTst«llenden Geraden 8S 
sein. Die Sohiebermittellinie MM ist 
in der 2^ichnung gegen die Totlage 
der Kurbel um den Voreilwinkel S 
nach rückwärts verschoben. In Wirk- 
lichkeit ist das E;tzenter so aufzu- 
keilen, daß sein Eurtfelonn der Haupt- 
kurbel um 90 -H ä" voreilt. Denn 
wenn die Kurbel sich aus der Totlage 
BO in die Lage 80 gedreht hat, muß 
der Schieber seinen größten Ausschlag 
in der Bewegungsrichtung des Kolbens 
erreicht haben. 

Um den Auspuff freizugeben, muß 
der Schieber aus der Mittelstellung 
{Fig. 48) um die innere Uberdeckung i 
veraohoben werden (Fig. 48). Bei 
weiterer Verschiebung um den Betrag a 
ist die erforderliche Kanalweite völlig 
freigegeben, oft läuft der Schieber aber 
noch um einen Überschleif m darüber hinai 



die Ventilerhebung bei gleicher Ausffih- 




W) Müller, Reule. 



L, Die Müller sehen Sohieberdiagramme,! 
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Die Weite a^ der Äuspufföffnuug im Schieberspiegel ist dadurch bestimmt, daB 
in der änBeröten Loge des Schiebers {Fig. 50) noch die Öffnung a frei sein muß. 
Dem Vergleich mit Fig. 48 entnimmt man so die Beziehung: o + r + i = (i, + ». 
Beim DampfeinlaD wäre der Sahieberw^ um die änOere Überdeckuog t 
(Figg. 48 und 61) sehr lang im Verhältnis zur Kanalweite a (Fig. 47), wenn mit 
einfEkcher Eröffnung gearbeitet würde wie etwa beim Auspuff. Es wird deshalb 

die Eröffnung durch Anordnung des Trickschen Überströmkanales von der Weite -^- 
ia der äußeren Vberdeckung e verdoppelt, so daß im Schieberdiagramm (Hg. 47) 
als Kanaleröffnnngsknrve die übw AE errichtete Jülipse entsteht, deren Ordi- 
naten doppelt so groß sind als die Abstände dee Kreiabogens AE von seiner Sehne. 
Es gilt also hiertür r — e + ^ -|- n, worin der Überschleif n immer ziemlich 
klein genommen wird. Die entsprechende Schieberstellung zeigt die Mg. 60. 

Ist etwa gegeben derKolbendm«hmeeser Z> = 60 cm, der Kolbenhub a = Söom, 
die Umlaufzablin der Minute n ~ 105, so gilt entsprechend Beispiel 13 für den 
Sehieberkanal von der Weite a und der Länge 6 c^ 0,76 - D = 46 cm bei der 
größten Dampfgeechwindigkeit o j 



.D«. 



60 



worin die Verkleinerung d^ Kolbenfl&che durch die Kolbenstange und die Ver- 
^Oemng der Kolbengeschwindigkeit durch die endliche Länge d^ Schubstange 
sich fast genau ausgleichen. WiM hier bei gesättigtem Dampf mit Rücksicht auf 
die großen Abmessungen des Zylinders c = 60 m/sk angesetzt (Beispiel 13), so 
erhält man die Kanalweite 



-D' ■ « ■ m 



0,055 



0.055 • 60 ■ 66 • 106 




= 4,8i 



Der Fig. 47 wird entnommen a = 24 mm. 
Damit ergibt sich d«r Maßstab des Schieber- 



r = 40 „ =8,0 „ 

Wenn der Schieberspiegel nicht paralld 
zur Mittelachse des Damp&ylinders hegt, 
sondern um einen Winkel y dazu geneigt, so 
ist beim Aufkeilen der aus der Zeichnung 
entnommene VoreÜwinkel des Exzenters in 
^ ± )■ I je nach der Richtung von y , zu ändern. 

Der so erhaltene Schieber liefert jedoch 
eine ziemlich ungleichmäßige Dampf verteilung, 
wie die Fig. 52 lehrt. Statt des mit bezeich- 
neten Dampfdiagramms entsteht beim Schub- 



Staugenverhältnis 



auf der Deckelseite 



Fig. 52. 



des Kolbens das wesentlich größere mit 1 be- 
zeichnete und auf der Kurbelseite das kleinere 2. 
Der Fehler wird gewöhnlich dadurch ausge- 
glichen, daß man den ganzen Schieber Dm 
einen bestimmten Betrag /= 1,6 mm in der Zeichnung, / = 0,3 cm in der 
Ausführung nach der Deckelseite hin verschiebt. Dadurch wird dort die äußere 
tfberdeckung auf e + / vergrößert und die innere auf t — / verkleinert. Um- 
gekehrt wird auf der Kurbelseite die äußere Überdeckui^ anf e — f herabgesetzt 
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und die innere ftuf i -j- / erhäht. Man erhält so beideradtB die gleiche Füllung 
und annfiliernd gleiche Zusammendrückung und VorauBatrÖmuiig. Jedoch fällt 
die VoreinstrÖmung jetzt recht verschieden aus, so daß auf der Deckelseit« die 
Voreröffnung des Kanals ziemlich klein ist, weshalb man oft / etwas kleiner 
nimmt als angegeben. 

Bei dem schiefen Schubkurbelgetriebe ist' die Achse des 
Schiebers bzw. Kolbens um einen Betrag a aus der Mitte des Kurbel- 
kreisea verschoben (Pig, 53). 

Für den Kolbenweg gilt beim Hingang (auf der Deckeleeite) gemäß 
Fig. 53 a 



x= +i(l + r)* — o* — (i ■ cos^ + r • cos«) 
-und beim Rückgang (auf der Kurbelseite) gemäß Fig. 63 b 

X == — -^(l~+ry — a= + (l-cmß — r- cos«). 




TJm den Winkel ß zu beseitigen, entnimmt man den Fig. 53 
l • eiujS = a ^ r . sin«. 



Hieraus folgt mit coe^ = 'fT— sin'^ nach Auflösung der Wurzel in 
«ine Reihe, von dei nur die ersten beiden Glieder genommen werden, 
weil die folgenden schon verschwindend klein sind (Formel 20 in Bd. I) 

„„^_i_^.(±+i-.«i„»)". 



,'(r±r)«-»'_!-l/i + 2y^ 



•(±T + li--W-5--l±T+T^-F)|- 
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j ergibt sich leicht 
a; = r - (l - 



- -=- ■ sin« + ^ • -j- • sin*«l , (34) 

worin das obere Vorzeichen des Störungagliedes für die Decfe^lseite, 

dae untere für die Kurbelseite gilt. 

Zeichnerisch erhält man den zu einem bestimmten Kurbelwinkel a. 

gehörigen Kolbenweg x = BB^ bzw. BB^ oder beim Kückgang x = B'B^ 
bzw. B'Bi noch den Angaben der Fig. 54, 
indem man um den Brix sehen Funkt 



legt und daran die Tangenten bis zu 
den Punkten Ä auf dem Kurbelkreis 
zieht, die auf die Achse nach B^ bzw. £, 
heruntergelotet werden. 

liegt der Abstand a auf der Seite 
des Bückganges der Kurbel, so kehrt 
sich in der Formel (34) sein Vorzeichen 
um, und in der Zeichnung fällt der 
Pol 0' auf die andere Seite der senk- 
rechten Mittelachse. Der Hub des 
Kolbens beti^gt gemäß der Fig. 63 
(35) 




Die Auflösung der Wurzeln ergibt bei den üblichen Abmessungen dieser 
Getriebe mit vollkommener Genauigkeit 



1 



oder nach Ausrechnung der Klammermultiplikationen 
In» Im» / '■ 



Der Hub s ist demnach 
größer als der Kurbelkreia- 




Man entnimmt femer 
der Fig. 55 sofort 



Der Antrieb durch eine schiefe Schubkurbel vom Halbmesser r erfolgt 
wie durch eine gerade vom Halbmesser — — , wenn y den Neiffungs- 

COSJ- ^ ° 

Winkel des Antriebes bei Mittelstellung des Schiebers angibt (vgl. Bd. II. 



Digitized^yGOOgle 



SchffingtBigabeweguDgeii. 



Für die Winkel der beiden 
Totlagen a^ = ß^ bzw. «, = /*,. 
entnimmt man der Fig. 63 



Durch eine der auf S. 34 
genau entsprechende Rech- 
nung folgt femer die Kolben- 
geschwindigkeit 



la =-■ cosa 

■ sin2A 



(38) 



die Kolbenbeschleimigung 

p = — ■ leosa + -j- -811101 

+ j-cos2aj. (39) 

Beispiel 88. Pttr einen Kraft- 
wf^nmtJtor vom Kurbelhalbmes- 
BOT r = 0,10 m, der mit n = 900 
Umdrehungen in der Minute läuft, 
ist der Verlauf der Kolbenbe- 
scbleunigung anzugeben für das 

Schubstangenverliältnis t ~ i~S 
und ^-^ bei dem geraden Sohub- 
kurbelgetriebe und fUi das Schub- 
stangenverhältnis -j- = ö"ä ''^' ^^'■' 
schiefen mit der Schränkung 
— =0,4 bzw. 0,6. 

Die Winkelgescbwindigkeit der 
£iiibel beträgt 

—-sT -"*■'"■• 

Biso 

— = r ■ o>» = 888 m/Hk*. 



I ++ ++++ 



§§l 



iSSsliiis 



|S.S2 



++++ 



SiiS 



-II. 



ISSä 



++++ 



DiBiiu.d, Google 



Die Bevc^uDplefare. 



bzw. — . 0,6 = 0,1679 . 
Damit ergibt flieh die ZnBammemtelluiig auf S. 45: 

Beispiel 89. Statt Toa uner gegebenen Beechlennigongs- oder Gcechwindig- 
keitakuire ftuszngehen (Beispiel 26 und 35), setzt mui den Stenemocken van 
Gasmaschinen oft aus zwei Geraden und einem dazwischenliegenden Kreisbogen 





Fig. 56. 



Pig. 58. 



Hierfür ist die Beechleunigung des Pnnktea B der Steuerstange an 
zugeben, wenn die Welle mit der gleirfibleibenden Winkelgeecbwindi^eit « 
umläuft und eine Schränkung um den Betrag a besteht (Fig. 56). 

Mit den Bezeichnungen der Fig. 56 ergibt sich, solaiige das gerade StUo] 
der Nockenform wirkt. 



, ÄC = 



y = r 



■ ooeß -BC = OA- 

a-r-sin/J 

(o - r ■ sin/f) • tg/f = 



-ÄC-tgß 



1 



Die Geschwindigkeit der Steuerstange folgt hieraus mit dt = 

\C08V »■ OOSV' COS'^ 



dß 



und entsprechend erhält n 



de 



dt ' 



die Beschleunigung 



■ coa/i 



1 



(42) 
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in Abhängigkeit von ß dar, den Verlauf des letztrai Klamme^Uedes die Kurven 6 
für veiscliiedene Werte von — '^^). DieKurven lassen deutlich den Vorteil einer 
gröfieren Schrtknkung des Triebes erkramen, die die Beeohleimigung verringert. 
Xjäuft die Steueretange aof dem kreisförmigen Teil des Nockens (I^g. ÖS), 
Bo ergibt sich 

y = I ■ coB^ + ir\^(a-l-äaß)K (43) 
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Kg. 57. 
Hieraus folgt die Qeechwindigkeit der Steuerstange wie oben 



l/('f)"-("-^? 



und die Beschleunigung 



2. (-,--.!«/! 



-'•(t- H-'-° "'"'\" 
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(l + 4coBV + f Bin/?) 



im"-(T-^')? 



Der größte Wert iat für ^ = 



>W)MF K- 



ni 



Wenn auch die Formeln leicht niederzuschreiben sind, so ist eine Übersicht 
über die Ei^bnisae nur durch die zeichnerische VeranschauliishDiig zu erreichen. 
Bemerkt sei noch, daß die untersuchte Kurve der in den Figg. 21 und 4ö ge- 
strichelten ÄquidisttuiteD zur eigentlichen Nockenfonn entspricht. 



6. Die Zusammensetziuig von Bewegungen. 

Bewegt sich ein Körper fortschreitend auf einer heatimmten 
Bahn nnd erfährt diese Bahn ihrerseits wieder eine Bewegung, so 
«rgiht eich die wahre (absolute) Bewegung des Körpers durch Zu- 
sammensetzen der beiden Einzel- 
(relativen) Bewegungen. Im Grunde 
genommen sind alle Bewegungen, 
die wir verfolgen können, Relativ- 
bewegungen*^). Jedoch faßt man bei 
allen Aufgaben der teclmischen Praxis 
die Erde und mit ihr festverbundene 
Teile stets als ruhend auf. 

Im Fall der Fig. 59 ist die eine 
Relativbewegung diejenige des Punk- 
tes Ag nach Sq und die zweite die 
der Bahn ^o^o nach AB. Durch 
Verfolgen beider Bewegungen erhält 
man zu bestimmten Zeiten 0, tj^, tg, 
t die absoluten Lagen A^,, C, 0", B des Körpers und kann so hei 
hinreichend dichter Folge der festgelegten Punkte die gezeichnete ab- 
solute Bahn des Körpers darstellen. 

Es bewege sich ein Punkt auf der Geraden AB mit der gleichförmigen 
Geschwindigkeit v^ und die Gerade AB parallel zu sich selbst derart, 
-daß der Punkt A den geraden Weg AC mit der gleichförmigen Ge- 
schwindigkeit fj zurücklegt imd entsprechend der Punkt B den geraden 

") Euler, Theoria motus corporum soMonim seu rigidorum, 1765. 




Fig. 59. 
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Weg BD mit derselben GSeschwindigkeit (Fig. 60), Nach einer bestimmten 
Zeit ti ist dann der Punkt auf dem Wege AB nach Bi gekommen und 
die Gerade AB nach CiD^; die absolute Lage des Punktes ist also j^,. 
Nach einer anderen Zeit t^ ergibt sich ebenso die absolute Lage E^^ des 
Rinktes. Es gelten nun die 
Zusammenhänge s ^ ^ 

ABl _ »1 -Ji _ '1 

AB, ~ »1 • '1 " '1 ' 

ic, »j • ^ 4 ' 
also auch 

ABj ~ ACa~ BiE, 

da die AC und BE gegenüberliegende Seiten in je einem Parallelo- 
gramm sind. Hieraus folgt nun, daß die Dreiecke ABjEj und AB^E, 
einander ähnlich sind. Weil aber ABj und AB^ auf derselben Geraden 
li^en, so müssen es auch die zweiten, den gleichen Winkel einschließen- 
den Seiten ÄEj und AE^. Femer gilt hiernach der Zusammenhang 

AE~i _ ABl _ K. 
AK, ~ AR, ~ U' 

Sind beide Belativbewegungen geradlinig und gleichförmig, so ist es 
auch die absolute Bewegui^. 

Die geraden ßelativwege AB und AC setzen sich demnach zu dem 
gea-aden absoluten Weg AE zusammen. Werden diese Wege durch die 
zu ihrer Zurücklegung gebrauchte gleiche Zeit t dividiert, so erhält 
man die entsprechenden Geschwindigkeiten. Nach dem KosinuBsatz 
^gibt sich also die absolute Geschwindigkeit ans 

V* = vi + t^i + 2 • Vi- Vt- cosöc , (46a) 
Für a = 90° geht diese Formel über in 

v^ = trt + vl, (46b) 

und f ür a = wird 

±v = ±vi±v,. (46c) Fig. 61. 

Je nach der Richtung der Bewegung addieren bzw. subtrahieren sich 
die in derselben Geraden wirkenden Belativgeachwindigkeiten alge- 
braisch. Im Gegensatz hierzu bezeichnet man die Zusammensetzung 
nach dem Gesohwindigkeitsdreieck gemäß den Formeln (46a) und (46b) 
als geometrische Addition (Fig. 61). Es gelten dafür sinngemäß alle in 
Stephan, Tschnlidw Uedunik. III. 4 
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Bd. I für die ZusamiuenBetziiiig und Zerlegung von Kräften gemachten 
Angab^i. 

Die Torstehenden Darlegungen sind nicht ganz genau. Für die Formel (46c) 
ist eigentlich zu setzen'') 

± "i ± «'i 



±v = - 



1 + 



{±^i)-l±Vx)' 



worin c die unveränderliche Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum ist. Man be- 
markt sofort^ daß diese Verbesserung selbst für die größten bei technischen An- 
wendungen vorkommenden (üeschwindigkeiten verschwindet. 

Beispiel 40. Die Länge eines vorüberfahrenden Baumstammes ist durch 
Abschreiten zu ermitteln. Die Lange eines Schrittes beträgt im Durchschnitt 
0.80 m. 

Fährt der betreffende Wagen mit der Geschwindigkeit v, ra/sk und ist die 
Geschwindigkeit des Abschreitenden v, m/sk, so ist. wenn der Abschreitende den 
Stamm von hinten überholt, die Relativgescbwindigkeit beider in derselben Rich- 
tung verlaufender Bewegungen % — u,, also die Stammlänge s --- (v; — »i) ■ (j, 
worm ti die zum Abschreiten erforderliche Zeit angibt. 

Beim Abschreiten in entgegengesetzter Richtung ist die Relstivgeschwindig- 
keit fj + II,, die Länge also s = (u, + i\) ■ t^, worin (, die jetzt erforderliche 
Zeit darstellt. 

Durch Gleichsetzen der beiden Ausdrücke für s erhält man 



Wird das sich hieraus ergebende v, 



n die zweite Gleichung für s eingesetzt, so folgt 
, _ 2 ■ (, ■ (j 



Statt die Zeiten mit der Uhr zu messen, kann man sie durch Zählen der bei 
gleichbleibender Geschwindigkeit t, zurückgelegten Schritte von bekannter Länge 
angeben. Ist z. B. beim Überholen die Äiizahl der Schritte 92 gewesen und 
beim Zurückschreiten 19, so betri^ die Länge des Stammes 



= 1,2 m/sk be- 



s = 0,8( 



Beispiel 4l. Ein Buderboot, dessen Fahrtgeschwindigkeit v 
trägt, wird senkrecht zur Strömungsriehtung über einen Flui» von s = nvj m 
Breite gesteuert, dessenWftsser an der Oberfläche die Geschwindigkeit ü, = l,Om/sk 
hat. Anzugeben ist, wie weit das Boot abgetrieben wird. 

Man entnimmt der Fig. 62 



- -? = 240 ■ ^„ = 2 




Der Fahrtdsuer beträgt 



") Einstein, Ann. d. Physik 1905. 
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Soll dM Boot den lEluB rechtwinklig überqueren, so muß ee unter dem Winkel a 
gegen & stromaufwärts gesteuert werden {Fig. 63). Der Neigungswinkel ermittelt 

dem CS ^ 56° 30' entspricht. E« mufl also ein Punkt im Abstände 

a = s . tg ft = 240 ■ 1,511 = 363 m 

flußaufwärts angesteuert werden. Die Fahrtdauer beti^t dabei 

a : cos« _ 2*0 _ 
_ __ _____ _ 



= 376 Bk. 



Beispiel 43. Ein Eisenbahnzug fährt mit der Geschwindigkeit v, — 25 m/sk, 

ein zweiter entgegengesetzt fahrender Zug habe die Geschwindigkeit Uj = 20 m/sk. 
Der Schall des Pfiffes der ersten Ixjkomotive pflanzt sieh in mittelfeuchter Luft 
von +10 bis +24=0 mit der Geschwindigkeit i> = 331 m/sk fort'") und seine 
Schwingungszahl sei etwa z = 900 in der Sekunde. 

Ein Beobachter im zweiten Zug nähert eich der pfeifenden Lokomotive in 
der Sekunde nm v^ + v^ = 45 m, so daß sich die wahrgenommenen Schallschwin- 
gungen im Verhältnis — ^^ — = 0,884 verkürzen. Die Schwingurigszahl scheint 

900 
demnach -A-g-Aj = 1042 zu sein. 

Entsprechend verlängern sich nach dem Überholen die wahrgenommenen 

SchaJlschwii^ungen im Verhältnis -~-jrr — - = 1,135 und die Schwingungszahl 
fK)0 ^^^ 

"'"'uäs -'»='" «"»"''■ 

Sind beide Belativbewegungen geradlinig und nach demselben Gesetz 
gleichförmig oder sonstwie beschleunigt, ao kann in Fig. 60 ÄB^ — dv^ 
und ACi — dv2 gesetzt werden. Wird jetzt durch die zugehörige 
Zeit dt dividiert, so ergibt sich durch dieselbe Überlegung wie auf 
S. 19, daß die absolute Bewegung wieder geradlinig und nach dem- 
selben Gesetz wie die beiden Relativbewe'gungen beschleunigt ist. 

Die Sätze vom Kräftedreieck und ihre Folgerungen (Bd. I) gelten 
also für geradlinige Bewegui^en, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen 
oder Verzögerungen. Natürlich können nur gleichartige Elemente, also 
Kräfte oder Wege oder Geschwindigkeiten oder Beschleunigungen bzw. 
Verzögerungen so vereinigt oder zerlegt werden, keinesfalls aber Be- 
wegungen und Kräfte oder Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 

Beispiel 43. Auf denselben Körper wirken zwei reine Schwingungen 
senkrecht zueinander ein von gleicher Periode und gleicher Phase, d. i. überein- 
stimmender Schwingung, die jedoch verschiedene Höchstanschläge r, und i "" " 
sitzen. Anzugeben ist die entstehende absolute Bewegung. 

Man kann für jeden Winkel « die beiden Ausschläge a; = r, ■ sin n 
y = r j ■ sin » gemäß Fig. 64 zu einem einzigen vereinigen von der Größe 



M) Low, nach Landolt- Borna 
") Für Ljchtstrahlen berechnet v 
gewiesen von Bnys-Ballot 1846. 
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dm gegBa die eine y-Sohwingungsachw geneigt ist um den Winkel /?. Es ist 

HftbeQ die beiden auf denselben Körper rechtwinklig zueinander einwirkenden 
Schwingungen swar die gleiche Periode und den gleichen Höohstauasohli^ r, sind 

de aber in der Phase um fiO" = -= gegeneinander verschoben (Fig. 66), so gilt 

für die Bewegung bzw. Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung in 



s 





tnng a = r - sin « , und für die Bewegung bzw. Ueachwindigkeit bzw. Besidilen- 
nigung in der zweiten dazu senkrechten ist der zu gleicher Zeit stattfindende 

Ausschlag y = r - sin ( ^ + «I = r ■ cos« . 

Weiden beide Gleichui^^ quadriert und dann addiert, so fo^ 

«' + y' = r* ■ {8in»a + oaa*a) = r» . 

Das ist die Mittelpunktsgleichnng eines Kieisee, wie die Fig. 66 sogleich erkennen 
läßt. Beide Schwingungsbewegnngen setzen sich zusammen zu einer Kieisbewegung 
mit dem Halbmesser r. 

Man kommt za demselben Ei^bnis, wenn man iüi die beliebig ans der 
Pi^. 65 herausgegriffenen Stellen 0, 1, 2, 3, 4, . . . nach der Fig. 67 die 
beiden Einzelbenegungen lechtwinkhg zusammensetzt. 

Sind die Ausschliige r, und r, Ter- 
J? schieden, so erhält man durch die 

f T^ jf I entsprechende Pechnung 



± 



^r 



- -^ = 1 . 



Kg. 67. 



T EUip- 



die Mitt«lpunkt8gjeichnnK ei 
ee (Bd. II, S. 87). 

Ist der Phftsenunt«rBchied der beiden Schwingungen von gleicher Periode 
ein beb'ebiger (p , so entsteht ebenfalle eine elliptische Bewegung. 

Beispiel 44. Von zwei Schwingungen in derselben Ebene werde der 
Ausschlag der einen gemäß Formel (27) ibrgcetellt als *, = Tj ■ sin {m, ■ i + ipj) 
und der der anderen als i, = r, ■ 8in((u, - 1 + 9?,). Anzugeben ist die zusammen- 
gesetzte Schwingung. 

Beide Ausschläge desselben Punktee addieren sich algebraisch. Setzt man 
noch abkürzungsweise 

tOj — (0, = iJ(O, ft — 'Pi — 'i'P r 

so ei^bt sich leicht 

a; = ij + iE, = 1-1 ■ [8m(<ü, • t) - cosfl>i + cos(<ö, • () • sm^] 

+ r, ■[Bin(wi ■ t -i- A 10 ■ t) ■ ot»<p, + ooeC&ii ■( ■{• A <o • t) • ÖBip^ 



Digitized^yGOOgle 



Die ZusammeDBetzung von Bewegungen. 



a: = Bin (€»i- () ■ [r, • oos-pi + rj ■ cos 9.^ ■ oo8( J w ■ t) - »■» ■ sitt-P» ' « 
+ 00B(a., • t) • [ri ■ sin,-, - r, ■ cos,;, ■ sin (J «»■() + f, ■ ain^, ■ ( 
oder 

a! = Bin(ö), -O-Cr, -cos?!, + rj-cos(Jw( + 9^»)] 
+ co8{», ■ () ■ [»-i ■ sinri - r, ■ 8in(^ w ■ ( - <pJH , 


dn(Jo) 
«sM«. 










X = Bin(«i •t)-r,- eoey. + 008(0-1 ' *) ' ^ ' »'«9'. . 






womit man acbUemioh eih&lt 






a: = r,-ainK-( + 9..). 




{4' 



Die FonnBl (47) stellt eine Schwingung von dersetben Periode wie die erat« 
dar, bei der jedoch sowohl der größte Ausschlag r, als auch die Phssenvec- 
BohJebnng tp, Ton der Zeit t abhängig ist. 

Indem man die beiden Beetinunungsgleichungen für r, und g>, quadriert und 
addiert, wird 

fj = rj + rH- 2 ■ r, ■ r, - cos{^ <p -^<o-t). (48) 

Der gröBte und kleinate Werii dea Kosinus ist +1 bzw. —1; r, schwankt also 
BwiflohMi den Betrieen r^ + r^ und r^— r, in der Periode 



•^Ja. 0.,-«, ^_^ 2(ri-T,)' ^ ' 

worin Tj und T^ die Perioden der beiden EinzelschwinguiM^n sind. 

Hau nennt die beschriebene Schwingung eine Scbwebung und bezeiohnet T, 
als Sohwebungsdauer. Den Verlauf einer solchen Schwebung und ihre Entstehung 
BUS zwei einfachen harmonischen Schwingungen zeigt die Fig. 68. 



__U_.— "-' Fig. 68. ^~~U. — U__iL--^ 

Eine ähnliche Entwicklung läßt sich''durchfübTen für eine beliebige Anzahl rt 
von einzelnen Schwingungen in derselben Ebene. Sie wird besonders einfach, 
wenn die Schwingungsdauer der einzelnen Schwingungen ganzzahlige Vielfache 
einer bestimmten kleinsten Schwingungsdauer sind. Wird die letztere mit ix 
bezeichnet, so gilt 

^ = £*-,-Bin(i-a + .pO- 
1 

Wird jetzt die Sinusfunktion wie oben aufgelöst, so ergibt sich**) mit 
Jj = r, ■ sin^jj , S, = Tj ■ cos^, 

X = /(«) = ZA, ■ cos(» ■ «) + ZB, ■ Bin(i ■ «) . (50) 

Man kann somit jede beliebige stetige Schwingungskurre der Art), wie se b^ 
technischen Anwendungen nur vorkommen, und die analytisch durch den Atis- 

»«) Fourier, Theorie de la ohaleur, 1822, 
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druck /(a) dargestellt wird, in die Summe einer Anzahl Einzebchwingungen 
auflösen. 

Zur Bestimmung der Festwerte A und B wird die Gleichung (50) mit 
coa(n ■ a) ■ da multipliiiert und zwischen und 2 n integriert: 



+ i:B,-/«in(i-«)'Cos(™-a)-da, 

worin n ebenfalls wie i eine ganze Zahl ist. 

Nun ist das mit B, multiplizierte Integral bei Benutzung der Formeln auf 
S. 35 in Bd. H 

/ = /i ■ [sin(i + »)« + sin(i - n)«-\ • d« 
i 
= c, ■ (co82^ - oosO) + c, ■ (cos2jr - cosO) = 0. 

Entsprechend wird das mit A, multiplizierte Integral 

/ = /l ■[oos(i - n)« + cos(.- + TO)«] • da = , 

solange i ^ n ist. Nur für Ann einen Fall « = n ist 

/ = /co8'(i ■ o) ■ rf« = ii ■ » '> + i ■ sin(2 -i «)1 = -T . 
10 

Damit geht die Äusgangsgleichut^ über in 



.//,.,. 



Durch eine gleiche Rechnung erhält man nach Multiplikation der Formel (50) 
it 8in{» • - 



''-i>: 



}-sin(n-a)-d«. 



Damit sind die Faktoren der Reihe 60 ermittelt. 

Soll z. B. der im oberen Teil der Fig. 71 in Abhäi^gkeit vom Kurbelwinkel 
gegebene Linienzug der auf eine Einzylinder-Dampimaschinenwelle vom Triebwerk 
ausgeübten Drehmomente durch eine Reihe der Winkelfunktionen dargestellt wer- 
den, so zerlegt man die Länge 360° durch die mit 1 bis 24 bezeichneten Geraden 
gewöhnlich in 24 gleiche T«fle, setzt also a = 15° und mißt die in den Spalten 3 
der beiden folgenden Zahlentafeln stehenden Ordinaten in mm auf. Mit dem 
Maßstab 1 mm = 60 mkg ergeben sich daraus die Zahlenreihen der Spalten 3. 
Man achreibt dann die Kosinus und Sinus der zugehörigen Winkel und ihrer Viel- 
fachen bis zum fünften Vielfaf^hen auf; das secliBte Vielfache verschwindet bei 
der angegebenen Teilung, und die weiteren sind fast immer bedeutungslos. Die 
Zahlen der folgenden Spalten ergeben sich leicht durch Abzählen aus denen der 
Spalten cos 1 a bzw. sin 1 a. Die betreffende Aufstellung kann stets wieder- 
verwendet werden. Durch Multiplizieren der Größen /(a) mit den dahinter- 
stehenden Werten erhält man dtutn die letzten Spalten beider Zusammenstel- 
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Nt. 


mm 


izl"^}"'-:^^ 


COSl» COflS» 


• 


2 


• i ' 


« 


j' 


- 3,5 


-175 


+0,966+0,866+0,707 


+0,500^+0,259 


-169 


-151,51-124 


- 87,5 


- 45,5 


2 


+ 4,0 


+200 


+0,866+0,500 


-0,500 -0,866 


+173 


+100 ) 


-100 


-173 


3 


+ 11,4 


+570 


+0,707 


-0,707 


-1 


-0,707 


+403 


-403 


-570 


-403 


4 


+12,7 


+635 


+0,500 


-0,500 -1 


-0,500 


+0,500 


+317.5 


-317,5-635 


-317,5 


+317,5 


5 


+ 8.4 


+420 


+0,259 


-0,866 -0,707 


+0.500 


+0,966 


+109 


-364 -297 


+210 


+406 


6 


+ 6,0 


+300 





-1 


+ 1 





'-300 1 


+ 300 





7 


+ 3,4 


+170 


-0,259 


-0,866 +0,707 


+0,500 


-0,966 


- 44 


-147 +120 


+ 85 


-164 


8 


+ 1,0 


+ 50 




-0,500,+ 1 


-0,500 


-0,500 


- 25 


-25+50 


- 25 


- 25 


9 


- 2,8 


-140 


-0,707 





+0,707 


-1 


+0.707 


+ 99 


1- 99 


+140 


- 99 


10 


- 8,4 


-420 


-0,866 


+0,500 





-0,500 


+0,866 


+363,5 


-210 1 


+210 


-363,5 


11 


-14.1 


-705 


-0,966 


+0,866 


-0,707 


+0,500 


-0,259 


+681 


-610.5 


+498 


-352,5 


+182,5 


12 


-lU 


-555 


-1 


+ 1 


-1 


+1 


-1 


+655 


-555 


+555 


-555 


+555 


13 


- 3,0 


-150 


-0,966 


+0,866 


-0,707 


+0,5001 -0,259 


+145 


-130 


+ 106 


- 75 


+ 39 


14 


+ 5,3 


+265 


-0,866+0,500 





-0,500' +0,866 


-229,5 


+132,5 





-132,5 


+229,5 


16 


+ 12,4 


+620 


-0,707 1 


+0,707 


1 '+0,707 


-438 





+438 


-620 


+438 


16 


+ 10,0 


+500 


-0,500'- 0,500+1 


-0,500 -0,500 


-250 


-250 


+500 


-250 


-250 


17 


+ 5,6 


+280 


-0.259 -0,8661+0,707 


+0,500 -0,966 


- 72,5 


-242,5 


+198 


+ 140 


-270,5 


18 


+ 2,5 


+ 125 


i-1 





+ 1 : 





-125 





+ 125 





19 


+ 0,9 


+ 45 


+0,2591-0,866 


-0,707 


+0,500 


+0,966 


+ 11,5 


- 39 


- 32 


+ 22,5 


+ 43,5 


20 


- 2,0 


-100 


+0,500-0,500 


-1 


-0,500 


+0,500 


- 50 


+ 50 


+100 


+ 50 


- 00 


21 


- 6,0 


-300 


+0,707 


-0,707 


-1 


-0,707 


-212 





+212 


+300 


+212 


22 


- 9,3 


-465 


+0,8661+0,500 





-0,500 


-0,866 


-403 


-232,5 





+232,5 


+403 


23 


-13,3 


-665 


+0,966,+0,866 


+0,707 


+0,500 


+0,259 


-642,5 


-576 


-470,5 


-332,5 


-172 


24 


-11,1 


-555 


+1 1+1 


+ 1 


+ 1 


+1 


-555 


-555 


-555 


-565 


-555 




„■A = 


-233 


-4548 


+ 161 ,5! -2157,5 


+258,5 



Nr. 


'^' ^'^Uü>l. ^2. 


..,. 


-... 


*.. 


' 




» 


* . 


1 


- 3,6 


-175 


+0.259+0,500 


+0,707 


+0,866 


+0,966 


- 45,5 


- 87,5 


-124 


-151,5-169 


2 


+ 4.0 


+200 


+0,500 


+0,866 


+1 


+0.866 


+0.500 


+ 100 


+ 173 


+200 


+173 


+100 


3 


+11.4 


+570 


+0,707 


+ 1 


+0,707 





-0,707 


+ 403 


+570 


+403 





-403 


4 


+12,7 


+635 


+0,866 


+0,866 





-0,866 


-0,866 +550 


+550 





-650 


-550 


5 


+ 8,4 


+420 


+0,966 


+0,500 


-0,707 


-0,866 


+0,259 


+406 


+210 


-297 


-364 


+109 


6 


+ 6.0 


+300 


+1 





-1 





+ 1 


+300 





-300 





+300 


7 


+ 3,4 


+ 170 


+0,966 


-0,500 


-0.707 


+0,866 


+0,259 


+ 164 


- 85 


-120 


+ 85 


+ 44 


8 


+ 1,0 


+ 50 


+0,866 


-0,866 





+0,866 


-0,866 


+ 43,5 


43,5 





+ 43,5 


- 43,5 


9 


- 2,8 


-140 


+0,707 


-1 


+0,707 





-0,707 


- 99 


+ 140 


- 99 





+ 99 


10 


- 8,4 


-420 


+0,500 


-0,866 


+ 1 


-0,866 


+0,500 


-210 


+363,5 


-420 


+363,5 


-210 


11 


-14,1 


-705 


+0,259 


-0,500 


+0,707 


-0,866 


+0,966 


-182,5 


+352,5 


-498 


+610,5 


-681 


12 


-11,1 


-555 








.0 '0 

















13 


- 3,0 


-150 


-0,259 


+0.500 


-0,707 +0,866 -0.966 


+ 39 


- 75 


+106 


-130 


+145 


14 


+ 5,3 


+265 


-0,500 


+0.866 


-l ,+0.866,-0.500 


-132,5 


+229,5 


-266 


+229,5 


-132,5 


15 


+12,4 


+620 


-0.707 


+1 


-0,707 





+0,707 


-438 


+620 


-438 





+438 


16 


+10.0 


+500 


-0.866 


+0,866 





-0.866 


+0,866 


-433 


+433 





-433 


+433 


17 


+ 5,6 


+280 


-0.966 


+0,600 


+0,707 


-0,866 


-0,259 


-270,5 


+ 140 


+ 198 


-242,5 


- 72,5 


18 


+ 2.5 


+125 


-1 





+1 





-1 


-125 





+125 





-125 


19 


+ 0.9 


+ 45 


-0,966 


-0,500 


+*0,707 


+0.866 


-0,259 


- 43,5 


- 22,5 


+ 32 


+ 39 


- 11,5 


20 


- 2.0 


-100 


-0,866 


-0,866 





+0,866 


+0,866 


+ 86.5 


+ 86,5 





- 86.5 


- 86,5 


21 


- 6,0 


-300 


-0,707 




-0.707 





+0,707 


+212 


+300 


+212 





-212 


22 


- 9.3 


-465 


-0.500 


-0,866-1 


-0,866 


-0,500 


+232.5 


+403 


+465 


+403 


+232,5 


23 


-13,3 
-lU 


-665 

-555 


-0,259 



-0,500 


-0,707 



-0,866 



-0,966 



+172 



+332,5 



+470,5 



+576 



+642,6 


24 









: .B=;+719 1+4590 !-349,5|+535,5|-153.5 
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luDgen. Ihre Addition liefert gemäß den Formeln (51a) und (6Ib) die Werte A; 
und Bi mit n multipliziert**). 

Für die aohuelle uthlemuäßige Berechnimg ist ea vorteilliaft, die einzelnen 
Aufidriicke mit gleichem * nicht in der Form der Formel (27 a) zu verwenden, 
1 die der Formel (27) umzuieohnen. Man bestimmt cdso 



rt^^A} + ^. 



(«?-« = 



(52) 



gemäß der dritten ZusammenateUung und erhält so BOhließlicb 
/(«) = 240,5 ■ 8in(108'' + «) + 2067 ■ 8in(135'' + 2a) 

+ 122,5 ■ Bin(2»5'' + 3«) + 707,5 ■ Bin(166° + 4») + 95,5 ■ b 



Nr. 


..A 


Ji • Ä j (=. ■ -II' 


iJ. ■ £}• 




1 ' 1 


Ulv 


,." 


1 


-233 


+ 719 ! 54 289 


516 961 


755,8 


1 240,5 


-3,086 


Iflfi" 


3 


-4548 


+4590 i 206 844 


210 681 


6461,6 


2057 i 


-1,010 


i:w" 


3 


+ 161,5 


- 349,5 26 082 


122 151 


385 


122,5 1 


-2,161 


295" 


4 


-2157,5 


+ 535,5 4654 850 


286 760 


2223 


707,6 


-0,248 


166" 


5 


+ 258,5 


- 153.5 66 822 


25 563 


300.5 


95,5 1 


-0,594 


asw 



Für die in der Elekti'oteohnik gebräuchliche rechnerische Löeung von Schwin- 
gongsaufgaben ist die im voretehenden gegebene Aufli^ung einer beliebigen 
Schwingungsfunktion in eine FourierBche Beihe erst die Vorbehandlung. In der- 
selben Zeit läßt sich die gestellte Aufgabe auf zeiobneriacbem Wege vollständig 
und mit größerer Genauigkeit lösen, da die Rechnung gewöhnhoh zur ürmöglichung 
der Lösung Vereinfachungen vornehmen muß. 

Bei einem zeichnerifiohen Verfahren 
faßt man die gegebene Kvirre als Be- 
tastung eines ausgespannten Seilee vcm 
der Länge x auf und zerlegt sie in eine 
Auzalil kleiner Abschnitte Ax, wovon 
die Fig. 69 einen mit der mittleren Be- 
lastung q^ und ihrem Schwerpunkt S 
darBt«llt. Das zugehörige Stück AB der 
Seillinie, an dem sich die Kräfte S, 
S + dS und q^' Ax das Gleichgewicht 
halten, ist darunter gezeichnet. Im 
Punkt A ist die Neigung der Tangente 
in bekannter Weise gegeben durch 
A« 




= -7^ ; im Punkt B erhält man 
Ax 



Das entsprechende Kräftedreieck gibt Fig. 70 
wieder. Aus der Ähnlichkeit der schraffierten 
Dreiecke folgt mit der überall gleichen wage- 
rechten Seitenkraft H 



A^y q„- Ax 
Fig. 70. Jx H 

**) Arnold, Die WeehselBtromtechnik, Bd. I, 
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Die dem Seileck fttr die Abstände Ax einbeschriebene Kurve gibt 
demnach unmittelbar*") die Lösung der Di&erentialgleicbnng 



(53a) 



Beispiel 4fi. Zu bestimmeD iat der Verlauf des Drehwinkela a in Abhängig- 
keit Ton der Zeit l, wenn die Kurve der Drehmoment« die obere der Fig. 71 ist 




und das gleichmäfi^^ wider- 
stehende Drehmoment 

durch die sie in der Mitte 
Bchneidende wagerechte 

Linie BB dargestellt wird. 

Die wagerechte Achse gibt 

jetzt die für einen Umlau 

erfbiderliche Zeit t = j-r^ = 0,522 ek 

Han zerlegt die Zeitaclise an den Stellen, wo vorteil- 
haft von der gleichmäßigen Teilung abgewichen wird, 
durch die voU ausgezogenen Geraden in 23 beliebiKe 
Abschnitte derart, daß die einzelnen Belastungat«Ue 
genügend genau ermittelt werden können, 1^ die lot- 
rechten Scbneraobsen der einzelnen Flachenteile nach 
Bd. I, S. 9ft fest und trägt die berechneten Größen der 
Belastmigsfläohen in einem beliebigen LängenmaßstAb 
— 1 mm = 3,lß mm* — der Deutlichkeit halber auf ■ 

zwei parallelen Lotrechten so auf, daß die über der ^' 

HitteUinie BB gelegenen Flächenteile hier hintereinan- 
der nach oben laufen und die darunter liegenden nach unten zurückkehren. 
Dann wählt man irgendeinen Polabstand und zieht von einem Funkt A', der 
einer Stelle A im gegebenen Diagramm entspricht, wo die mittlere bekannte 
Winkelgeschwindigkeit w. besteht, den ersten Polstrahl parallel zu der in A" 

gezogenen Neigungslinie -^ = tu. fUr diese Stelle und legt so den Pol fest. 

Jetzt trägt man die Parallelen zu den einzelnen, der Deutlichkeit halber nicht 
gezogenen Polstrahlea von der Stelle A" beginnend zwischen den Schwerlinien 
der Flächenteile nacheinander ab. Bei hinreichend enger Teilung ergibt sich so 
die Kurve der Drehwinkel a , deren Abweichungen von einem der Zeit genau 

") Gümbel. Z. d. V. d. L 1919. 
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entsprechenden Verlauf (geneigte Gerade) bei dem gewählten [^ 
zienüich beträchtlich erscheinen Die btoUen, wo die Winkelgeschwüidi^eit die- 
selbe ist wie bei A , sind durch parallele Tangenten bezeichnet. 

Beispiel 46. Kieme Füllungen des Dampfzylinders lassen sich bei Sohieber- 
steuenmgen nur durch Anwendung von zwei £Ezent«m erreichen, indem man 
entweder eine Kuliaee einschaltet (Bd. IT, Beispiel 8) oder beiderseits an den 
für große Püllung entworfenen 
Grundschieber einen Dampfkonal 
' ansetzt und diesen durch einen 
zweiten einstellbaren ÄbachJuB- 
schieber früher schließt (Fig. 72). 
Der Grundschieber werde von 
einem Exzenter mit dem Halb- 
messer Ti und dem Voreilwinkel Sj 
bewegt, der Äbechlußschieber 
durch ein Exzenter r,, ^i, deren 
Größen zu ermitteln sind, wenn 
dae Dampfdiap^mm der Pig. 74 
verwirklicht werden soll. 
Die genannten beiden Schieberbewegungen setzen sich zu einer Relativ- 




annähernd dasselbe Stangenverhältnis — , so ist die Relativ- 
e Schubkurbelbewegung, die durch 
Welle gilt gemäß Formel (31) der 



bewegung nach dem Satz 8. 61 ebenfalls 
ein Exzenter r, , d^ hervorgebracht zu dei 
Für einen beliebigen Drehwinkel a ä 
Schiebetauaschlag 



entsprechend naeh Auflösung von oos(ä, -|- a) 



>s2(3, + «)} 



also die dem 
gegeneinander 


Drehwinkel 


X=Xl- 


a:,=. 


(r,-r,)-(l 


-cosä 


■('1 


cosa,-r,- 


-i- 


rt- 


-cos2*-(ri- 


Setzt ma 


n hierin 



-co82aj-coB'« + 8in25j-Bin2«) , 

' entsprechende Relatiwerschiebung beider 



ins,) 
■Bki2S,~r, 



T, • sinä, — fj ■ «n^a = r, ■ sinö,., 
ao ergibt sich eine neue Schubkurbelbewegung. Werden die b 
ohungen quadriert und dann addiert, so folgt mit sin^j + co 

r.= rf-fr|-2-f,-r,-coB(ä,-a,); 
durch Division der beiden Gleichungen erhalt man 
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Ein Vergleich dieser Fomieln mit der Pig. 73 lehrt, daß r, nach Größe und Lage 
als dritte Seite AB des Exzenterdreieokes OAB bestimmt ist. 

Man entwirft nwn zuerst das Schiebeidiagramm für den Gruadachieber, indem 
man von den feat^legten Punkten 0, F, A ausgeht (Fig. 74). Man erhalt ao aLi 
größte Füllung die rechts von £max erscheinende, die 
man häufig bei gewöhnlichen Betriebsmoschinen gar 
nicht ausnutzt; oft geht man bei derartigen Em- 
zylindermaachinen nicht über 50 v.H. Füllung. Die 
Zeichnung liefert so die Maße a, e, t, r^, S^ für den 
Grundschieber. 

Jetzt wird der gestrichelte Kreis des Relativ - 
exzentera r, beliebig, jedoch wenig oder gar nicht von r, 
verschieden, angenommen, der Punkt E, der normalen 
Betriebafüllui^ des Dampfdiagramms auf den dem 
Kurbel ha] bmesser entsprechenden Gnmdkreis vom 
Halbmesser r, henmtei^Iotet und durch Ziehen des 
zugehörigen Kurbelhalbmessers auf den Relatirkreis 
übertragen. Am günstigsten verläuft nun die Belativ- 
bewegung, wenn die Steuerkante der AbschluBplatte den Kanal a 
möglichen Geschwindigkeit überschleift, ' ' " ■ ■ ■ 

Kanalmitte seine Mittelstellung hat. 
Diese Lage wirderhaJt«n,wennman mit 
} a, aus jf, einen Kreisbogen schlägt 
und daran vom Mittelpunkt O die 
Tangente zieht. Liegt E, bei 28 v.H. 
dea Hubes oder mehr, so ist nach 
den Angaben S. 36 a, <^ a zu machen, 
bei der FtiUung 16 v.H. genügt für 
die gleiche Dampfgeschwindigkeit 

Soll die St«uenu^ gestatt«n, daß 
gegebenenfaUa die Füllung bereits in 
der Totlage des Kolbens aufhört, so 
ist die größt« Deckung des Kanals o, 
durch die Abschluß^tte (Fig. 72) 
die in Fig. 74 ak rfmax eingezeichnete. 
Bei der größt«n zugelassenen Füllung 
ist die Absohlußplatte um den Betrag 
djaia hinter die Steuerkante zurück- 
zuziehen. Der ganze Verstellhub der 
Deckplatt« ist also dTua.x + f^min. Ihre 
Länge c ist so groß zn maehen, daß 
bei der größten Verschiebung rfmai 
nach anßen der Kanal a, nicht wieder 
von rückwärts geöffnet wird: 
c>(i„B» + a, + r,. 

Um nicht zu große Abmessungen 
der Platten zu erhalten, wird die 
kleinste Füllung oft zu 5 v.H. des 

Kolbenweges gewählt, wo das an. '"'^" "" 

gängig ist. Die VerhältniBse werden 

ui^ünstiger, limax noch größer und dn^\a nur wenig kleiner, wenn man etwa die 
größtmödiche Relativgeachwindigkeit auf den Augenbück des Abschlusses legt''). 

Die Größe und den Voreilwinkel des AbscMuQeizenters erhält man aus Fig. 74 
durch Zeictmen der Diagonale des aus r^ und r^ gebildeten Parallelogramms gemäß 

HoUenberg, Z. d. V. d. L 1880; PickersgiU, 
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der Vorschrift der JFig. 73. Durch geeignete Wahl der GrCBe des B«lativkrei8ee' 
l&Bt sich Bt«t8 der b^neme Wert d, = 90° erreichen. 

Um den Einfluß des gewöhnlich nicht beachteten Störungsgliedes der Kotben- 
bewegtmg auszugleichen, sind auch die Deckplatten in demsdben Sinn wie der 
Grundschieber etwas aus der Mittellage zu verschieben. 

Beispiel 47. Zu bestimmen ist die Dampfverteiinng, die die Heusinger- 
steuerung einer Güterzuglokomotive nach Fig. 76 liefert, wenn die Eintritte- 
dampfapaonuag 14 at und die Auspuffspannung 1,2 at beträgt. Gegeben sind 
die Abmeaanngen 




Die Exzenterknrbel r treibt das untere Kulissenende so an, daß es sich auf 
einem Kreislx^n um den Befestigungszapfen bewegt, und der Endpunkt Ä 
des vor der Schiebeistange eingeschalteten Übersetzungshebels macht somit bei 

vorläufig fest gedachter Drehachse B den größten Ausschlag r ■ . Infolgedessen 
ist der zugehörige größt« Schieberausschlag '^ 



= 7,07 



4,43 



2,64 



Oci 



Da die Hebelübersetzung der Kulinse die Bewegung beim Vorwäjtsgang um- 
Kehrt, so ist der Voreilwinkel ^2 = +90°; beim Eückwärtsgang bleibt die Be- 
wegungBrichtung dieselbe, also \ = —90°, wie erforderlich. 

Das zweite Exzenter bildet die HauptkürbeL Bei jetzt 

fest gedachter Drehachse A ergibt sich der entspreohräide, 
vom Kreuzkopf K hergeleitet« gröQte Schieb^uusschlag 
unveränderlicli zu 

■ " _ 3':5-10.8 




Der zugehörige Voreilwinkel ist d, = , da die Bewegung 
mit der des Kolbens übereinstimmt. 

Die Zusammensetzimg beider Exzenter ist in Eig. T& 
dargestellt. Man entnimmt ihr 

: 8,17 6,03 4,87 4,09 cm. 



43° 



57° 



In Fig. 77 sind diese Exzenterkreiae in '/, der natürlichen Größe und ihre 
Voreilwinkel eingetragen. Dpr Außenkreis stellt den Kurbelkreis dar. Es ist für 
den praktischen Betrieb vorteilhaft, in der Mitt«lBtelluiig des KulisseDst«ines 
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nicht e = r zu wählen, dem die Fül- 
lung des Zylinders entsprechen 
wüide, sondern man läßt noch eine 
gelinge Fällung zu, die im vorliegen- 
den Fall 6 v.H. betiftgt. Die weitere 
Abstufung bis zum völligen Ab- 
schluß waA mit dem Handr^ler be- 
wirkt. Die Voreinströmuag wird 
dann ebenso groß wie die Heinate 
raUung, was den Vorteil bietet, daß 
die Endspannung der Zusammen- 
diückung nicht Über die Sohieber- 
bastenspaimung steigen kann. 

Hit dem so bestimmten Wert der 
äußeren Überdeokung e — 3,6 cm 
wird ein Halbkreis geschlagen und 
an ihn werden die Tangenten parallel 
zu den atrichpuiiktierten Schenkeln 
der Voreilwiokel S gelegt. Durch 
Ziehen der Halbmeaaer durch die 
Schnittpunkt« mit den zugehörigen 
Ezzenterkreisen bis zum Kurbel- 
kieis ergeben sich die Voreinatiö- 
mungen und Füllungen. Obwohl 
der Voreinströmungswinkel sich 
stark ändert, bleibt die Voreröffnung 
des Kanals in der Totlage des Kol- 
bens bei allenSteinst«Uungen dieselbe. 

Ebenso werden an den mit der 
inneren Überdockung t = 1,8 cm 
geschlagenen Halhkreia die par^lelen 
Tangenten gelegt und so die Vor- 
ansströmungen und Zusammen - 
dröcknngen bestimmt. 




Fig. 78. 

Es ergeben sich damit die vier dtirüber stehenden Dampf- 
diagramme, bei denen der Deutlichkeit halber die Abrundungen 
und Drosselungen nicht gezeichnet sind. Je größer die Füllung 
ist, depto völliger wird das Dampfdiagramm infolge der Verkleine- 
rung der Zusammendrückung. Um die gleiche Dampfverteilung 
auf beiden Seiten des Kolbens zu erhalten, ist der Sohieber ge- 
m&ß Fig. 52 nach der Kurbelseite aus der Mittellage zu verschieben. 

Beispiel 48. Bei der umlaufenden Schubkuibel nach 
Fig. 78 sitzt auf dem veränderlichen Kurbelarm AC = t-j , der 
mit der gleichförmigen Winkelgeschwindigkeit oi^ gedreht wird. 
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ein Schieber, der von dem zweiten Kurbelarm SC — r, auf einem Kreiae geführt 
wird. Die Drehgeschwind^eit t), der Kurbel AC setzt sich mit der SiSiieber- 
geschwind^keit v^ zu der Drehgeechwindigkeit v^ der Kurbel BC zosammea. 
Es gilt also 

Femer ist 

Die rechneriBche Beseitigung von ß liefert, wie oft bei den Kreisfunktionen, 

recht umständliche Formeln, und ea ist zweckmäBiger, m, zeichneriach su be- 
stimmen: Zieht man durch Ä die Parallele zu BC bis zum Schnitt D mit der 
Senkrechten zu AG im Punkte C und DE parallel AB, so stellt die Strecke BE 
die Winkelgeschwindigkeit oi, gemäß Formel (54) dar, wenn aij gleich dem Halb- 
messer BC = f, angenommen wird"). Wird die Aufzeichnung für eine Reihe 
von Stellungen des Schiebers C durchgeführt, so erhält man den Kurvenzug «1^ 
der Fig. 78 in Polarkoordinaten aus B. 

Greift nun an C eine Schubstange an, deren zweiter Endpunkt auf der Ver- 
längerung der Achse T,?, gerade geführt wird, so ist die Feststellung der Be- 
wegung dieses Schubstangenendes auf den Fall des gewöhnlichen Schubkuibel- 
getriebes zurückgeführt. Wird von dem Endpunkt E der Winkelgeschwindigkeit oi^ 
eine Senkrechte auf die Achse T^T^ gefällt, so ist gemäß Formel {32) das Lot EQ 
ein Maß der Geschwindigkeit des Endpunktes der Schubstange, wenn letzt«re 
sehr lang im Verhältnis zu r, angenommen wird: 

c' = 7-j-«,.-sin/I. (55) 

T)ie endliche Länge der Stange läßt sich leicht mit Hilfe dee Brisschen Kreises 
berücksichtigen. Die Kurve der Kreuzkopfgeschwindigkeiten c in Abhängigkeit 
vom jeweiligen Hub wird also erhalten, indem man daneben nochmals den Kurbel- 
kreis mit dem Halbmesser r^ schlägt, dieselben 
Kurbel Stellungen wie hei der Aufzeichnung von 
öl, in Fig. 78 einträgt und jetzt die Höhen c' auf 
die zugehörigen Senkrechten überträgt (Fig. 79). 
Sie werden schließlich im Verhältnis der eben- 
falls eingetragenen v-Kurve des gewöhnlichen 
Schubkurbelgetriebes zu r^ vergrößert bzw. ver- 
kleinert. 

Nach der Vorschrift der Fig. 24 läßt sich hier- 
aus die Beschleunigui^kurve p zeichnen. E^e 
Eigentümlichkeit der umlaufenden Kurbelscbleife, 
die sie mit der Schleppkurbel nach Fig. 80 ge- 
meinsam hat, ist der verhältnismäßig flaehe Ver- 
lauf der Beschleunigungskurve bis zum Kurbelwinkel 86°. Vemaehlässigt man 
den Einfluß der endlichen Schubatangenlänge^^), so ergibt sich eine ebensosehr 
von der gezeichneten abweichende, zum Teil fast wagerechte Beschleunigungs- 
kurve, wie etwa in Fig. 44 die Kurve von der Geraden abweicht. 

"") Marcus. Z. d. V. d. I. 1902; Brandt, D, p. J. 1908. 
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Die Aufzdchntmg Ut durchgeführt worden für das VerhältiiiB — = 0,36, 
das die günstigsten Werte für die Verwendung eis Schleudergetriebe lietert"'), 
und für daä Schubstangenverhältnis -^ ^ — . Nimmt man als Umdrehungszahl 



1 der Minute ra = t 



, so ist nach Formel (6) 

= 6,283 1/ak, 



und die Winkelgeschwindigkeit der Kurbel r^ schwankt zwischen 

«üj = 6,283 ■ 0,65 = 4,084 l/sk 

<oi' = fl,283 ■ 1,36 = 8,482 l/sk. 

Ist femer in der Äusfühmiig r, = 10 cm, so wird der Maßstab der c-Kurvc in 
Fig. 79 bestimmt aus 

rj ■ ,«1 = 0,10 ■ 6,283 m/sk = 25 mm , 
zu 1 mm = 0,0251 m/sk. 

Es ist also nach der Zeichnung 

Cmax = 0.0251 ■ 30,5.= 0,766 m/sk. 



Die größte positive, hpi dem Kurbelwinkel.^Jc^ 80° auftretende Besehleunigung 
ist hiernach 

Pmai = 21 ■ 1,578 = 3,314 m/sk». 

Erfolgen zwar lieide Einzelbewegungen geradlinig, jedoch nach ver- 
schiedenen Beachleunigungsgesetzen, so ist die Bahn der wahren Be- 
wegung des betreffenden Kör- 
pers eine gekrümmte. 

Der einfachste Sonderfall ist . 
der, daß die eine Bewegung eine 
gleichförmige, also mit der Be- 
BchleunigungO ist. Wird ein Kör- 
per von irgendeinem Punkt O 
aus unter dem Winkel a. gegen 
die Wagerechte mit der Ge- 
schwindigkeit V abgeworfen, so 
zerlegt man v in die beiden 
Seitengeachwindigkeitcn v^ = v ■ 
durch O gehenden Aclise und Vy 
durch gelegten Achse (Fig. 81). 



r — 'A^''' 

h\tt i 

o[ «4- _ 



Fig. 81. 



n Richtung der wagerechten, 
i a in Richtung der lotrechten, 
wagerechte Seitengeschwindig- 
keit Vx bleibt unverändert, solange von Luft- und sonstigen Wider- 
ständen abgesehen werden kann, die lotrechte wird durch die auf den 
Körper einwirkende Fallbeschleunigung g stetig verringert (Formel 13b) : 
r, = V ■ sin « — g ■ t . (56) 
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Die Geschwindigkeit zur Zeit t, etwa an der Stelle x,y, ist gemäß 
Fig. 81 

' -2.BiiL«.^— '+(?f')^ (57) 

Der nach Älilauf der Zeit t zurfic^elegte Weg ist in wagerechter 
Riclitui^ 

x = v^-t = v-ccex-t (58) 

und in lotrechter Richtung 

y = VBmfX.t~i.g.t*. (59) 

Der höchste Punkt der Bahn wird in dem Augenhlick erreicht, 
wo Vy =s wird (Fig. 81). Die Gleichung (56) gibt die zi^ehörige Zeit 
an zu 

_ t>- sin« 

~ S 
Hiermit folgt aus Gleichung (58) der zugehör^ Abstand 

---"ff— = ^,-- 

und aus Gleichung (59) die größte Steighöhe 



g 2 y* 2-g 

Die Gleichung der Bahnkurve erhält man, indem ( aus Gleichung (j 
angerechnet und in Gleichung (58) eii^esetzt wird: 



Rechnet man jetzt die y von dem höchsten Punkt der Bahn aus: 
j/ — h — y und die x von x„ aus: a;' = a:„ — x, so geht diese Kurven- 
gleichung mit Benutzung der Formeln (60) und (61) über in 



Die Bahnkurve ist demnach eine Parabel (Bd. II, S. 98) und verläuft 
also symmetrisch zu &, so daß man den ganzen Wurfweg erhält zu 



Die Zeitdauer des ganzen Wurfes ist nun 
s 2 - «' ■ sin« - cos« 2- 
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8oll der in gleicher Höhe mit dem Ausgangspunkt im ÄbBtand 8 
gelegene Punkt getroffen werden, so ergibt Formel (62) den Wurf- 
winkel bei gegebener Oeachwiadigkeit v aus 

sin2a = -~ . (62a) 

Es gibt nun zwei Winkel, die denselben Sinus haben: 

(2«)i = \ + 'P «Dd (2«)a = I — 9- , 

'^^ «1 = -+^ und «. = ^-^. 

1 4 -I- 2 """ »42 

Das Ziel kann also sowohl durch eine flache als auch eine steile Wurf- 
balm erreicht werden. 

Für « = — = 45° fallen beide Bahnen zusammen und ei^eben die 

größte erreichbare Wurfweite 

«D,« = — - (62 h) 

ff 

Liegt das Ziel in der Entfernung x, um den Betrag ± y■^ über oder 
anter der durch den Ausgangspunkt gezogenen Wagerechten, so 
geht mau auf die Gleichung der Bahnkurve (S. 64) zurück, indem 
man darin einsetzt 

-J,- = 1 + tg*a . 

Man erhält so 

tg^« — 2 . tg« - -^— ± • " ' ^' + 1 = 
^ ■ x, (? • X, 

als Bestimmungsgleichung für 1^ « , die wieder zwei Werte für eine 
steile und eine flache Wurfbahn liefert: 



i±|/r 



(64) 



Beispiel 40. Daa Schwungrad einer durohgehendea Dampfmaschine von 
J) c-o 3,36 m Schwerpunktedurchmesser zersprang in 21 Stücke, von denen eins 
s = 280 m entfernt auffanden wurde"). Anzugeben ist die Geecbwindigkeit 
dee BadeB und seine Umdrehimgszahl in der Minut« im Augenblick des 



Ans Formel (62) ergibt sich v = 1/ -^—^— , und ee ist anzunehmen, daß der 

Abechleuderwinkel mindeetena nahezu dem dee weitesten Wurfes et = 46° ent- 
sprach, ^da alle anderen Stücke weniger weit g^ogen sind. Han erhält somit 



' ■ 9,81 = 52,4 m/sk. 



M) PietzBoh, Z. d. V. d. I. 1907. 

Stephan, T«chiiliche M 
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Nikch Formel (5) beträgt die zugehörige Umlaufzahl in der Hinute 
(»•._60_JM_ 

Die regelmäßige Umlaufzahl der betreffenden Maschine war n = HO. 
Beispiel 50. Bei einem Wuif mit der Geschwindigkeit « = 42 m/sk soll 
dae im Abstand Zj = 135 m befindliche Ziel getroffen wMden, daa 

1. aioh in gleicher Höhe mit der Abwurfstelle befindet, 

2. y, = 2S m darüber liegt, 

3. Ji = 25 m darunter liegt. 

Anzugeben iat der Wurfwinkel a und die zum Wurf erforderliche Zeit (,. 

1. Man erhält aus Formel (ä2a) 

- Bin2« = ^^^ 

also 2« ^48° 40' 

und damit «, = 24° Ätf bzw. «, = 65° 40'. 

Damit wird nach Formel (63) 

Die gröfite beim Wurf in der Mitt« erreichte Höhe folgt aus 
. _ 42« /M12* 
2-9,81 ' 10,911" 

2. Man erhält aus Formd (66) 

-2-9.81 ['=^P W^ i— 42«— , 



= 16,26 bzw. 74,6i 



to« = "- .11 + ^/7~ 2'- 8.81 • 

= 1,332 ■ (1 ± )/T^^0,278 - 0.664) = 1,332 - (1 ± 0,3975) . 



tga = 0,8025 bzw. 1,861, 
«=38° 46' bzw. 61° 45'. 
Die Wurfzeit folgt am einfachsten aus 

X, 1.T5 (0,780 , ,„ , 

'• = ^c»« = 42-Mö^3 = *''2 *^"- ' 
Die Länge :e_ der höchsten Stelle des Wurfe« ethftlt n 
~-^ = , also mit Formel (62) aus 



" 9.81 1.645 °'''""' '""■ , 
1 liefert die Gleichung (62) 

>- 87,70.0,8025 -'"■;';'^^f 
»^74.9,..,86I-'^J51 
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3. Eb wird mit den obigen ZaUenwerten 



tg« = 1,332 . (1 -t ^1 + 0,278 - 0,664) = 1,332 -^(1 ± 0,84ß), 
tg « = 0,2065 bzw. 2,458 , 
«= 11=40' bzw. 67° 50'. 



Die 


Wurfzeit wird jetzt 












*■ 42 ■ 


(0,979 
10.377 


3.28 bzw. 8,52 8k. 


IKe 




wirf 








42* 0.2065 
*■ 9,81 " 1,0426 


35,65 m 


bzw. 


42» 
9,8i 


2,458 
■ 7,045 


nnd damit die Höhe 












h 35,65-0.2«« ^■^'■»'^' 


- 1,04SR = URt 


bzw. 


h = 62,65 ■ 2,451 


2 ■ 42* 
^ 62,65' • 9,81 


.7,045 


= 77,05 




* 2- 


42' 



4. Nur bei gtiuz geringem Höhenuutereohied zwischen dem Ausgangs- und 
dem Zielpunkt kann der Ansatz gemacht werden: 
Neigung der Ziellinie 



■™ ^C^^10''30'. 

Erforderlicher Wurf winkel im Fall 1 

« = 24°20' bzw. 65°40', 
also Wulf winkel im Fall 2 

a + Ä = 34''50' bzw. 76" W 



und im Pall 3 

a - ^ = 13° Stf bzw. 58° 10'. 



Beispiel 51. Aus einem Mugzeug, das mit der Geschwindigkeit V= HO km/et 
fährt, wird ein Körper ohne Anfangsgeschwindigkeit abgeworfen. Anzugeben ist 
Bein Weg in Abhängigkeit, von der Pallzeit. 

Man erhält nach Formel {2b) die Fshrtgeschwindigkeit 

*^ 3.6 3,6 



= 30.6 m/sk- 
Es gelten nun die ffir den schrägen Wurf abgeleiteten Formehi, \ 



Damit wird der wageiechte Weg 

und der lotieohte Weg 

Die Wnrfkurve ist hiemaob eine Parabel, deren Scheitelpunkt der Abwnrfpunkt ist. 
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Fernier ist die Geschwindigkeit in Bichtung deo Lot«8 

»,-»■«■< 

und die Geetimtgeechwindigkeit 

Somit ergibt sich, Edlenüngs bei AnQeracbtlassen des LaftwideraUndeB, die 
Zusammenstellimg : 



^->_ 


<m 


»m 


%ni/«k 


■ m/lk 














30,6 


1 


30,6 


4,905 


4,905 


31,2 


2 


61,2 


19,62 


9,81 


32,2 


3 


91,8 


44,145 


14,72 


34,0 


4 


122,4 


78,48 


19,62 


36,4 


5 


153,0 


122.6 


24,03 
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7. Die Drehbewegung. 
' EineD ebenen Teil eines starren Körpers kann man in jede beliebige 
komplane Lage, d. h. auf derselben ja nach allen Richtungen unbegrenz- 
ten Ebene, bringen durch Drehen um einen ganz 
bestimmten Punkt der Ebene. 

Die I^e des betreffenden Teiles ist voll- 
ständig bestimmt durch die zweier Punkte A 
und B, denn jeder andere Pmikt C in derselben 
Ebene ist gegeben als der Schnittpunkt der 
beiden mit seinen Abständen AC bzw. BC von 
den Gnmdpunkten geschlagenen KreiBen(Fig.82). 
Geht nun die XAge der Punkte -4 , S im Laufe 
der Bewegung in die Lage A', B" über, so kann 
man AA' in D halbieren und darauf die Senk- 
rechte DO errichten, ebenso BB' in E halbieren 
und darauf die Senkrechte EO errichten. Die 
Drehung des betreffenden ebenen Körperteiles um jeden Punkt der 
Geraden DO bewirkt, daß sich A auf einem Kreisbogen bewegt, der 
durch A' geht. Das gleiche gilt bei der Drehimg um jeden Punkt der 
Geraden MO für die Punkte B und B'. Der Schnittpunkt beider Ge- 
raden ist also" der gesuchte Drehpunkt in der Ebene. 
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Sind die beiden Lagen dicht beieinander gelegen, so ist der 
augenblickliche Drehpunkt'^) der Elementardrehung (vgl. Bd. I, 
S. 122), der jetzt als Schnittpunkt der beiden, zu den betreffenden 
Bahnelemeuten der Punkte A und B Senkrechten erhalten wird. 

Beispiel 62. Mit dem AmaleTHcheii Polarplanimeter (Fig. 83) wird der 
Inhalt der Fläche F durch Umfahren mit dem Fahrstift A ermittelt, während 
der Punkt B des Annes BG iest hegt und das Bad D am Ende der Stange AOD 
eich unter Rollen und Gleiten ebentäl]» auf einet geschloeaenen Kurve verschiebt. 
Die Drehung dee Rades gibt die GröQe der Fläche F an. 

Da der Punkt der Stange sich auf dem mit r geschlagenen Kmisbc^n um B 
bewegt und A in Richtung der Tangente des betreffenden Kurvenatttckchens, 
so liegt der augenbhckliche Drehpunkt auf der zur Tlächenbegrenzung Senk- 
rechten AO und dem Arm BO. In der benachbarten, um den kleinen Dreh\vinkel d f 
gegen die erste geneigte Lage A'I/ hat sich der FuBpimkt E des von O auf AD 
gMällten Lotes nach S' verschoben, und die Bewegung kann aufgefaßt werden 
als eine gerade Verschiebung um den Betrag EE', die keine Drehung des Rädchens 
bewirkt, und die Drehung um den Winkel dtp des Halbmessers DE = DE' = q, 
diejdaa Bädchen dreht um den kleinen^Bogen üb = g- drp. Dieser Betrag 



^r 





Fig. 84. 

wird Null, wenn p = ist, d. h. wenn E und^D zusammenfallen. Fallt außerdem 
der Pol O mit dem testen Funkt B zusammen, wie Fig. 84 angibt, so kann man 
den Fahrstift A auf dem Kreise vom Halbmesser r, rund herum bewegen, ohne 
daß das Rad D sich dreht. Dieser Kreis beiQt deswegen der Nullbreis. 

Umfährt man mit A einen zum Nullkreis konzentrischen innen liegenden 
Kreis vom Halbmesser r, < r^ , so nickt E nach A hin und mit DE = q erhält 
man die vom Rad D angegebene Drehung zu 6i = 2 ■ ji ■ pi . Entsprechend erhält 
man beim Umfahren eines konzentrischen außen liegenden Kreises vom 'Halb- 
messer r, <»,,, daß E in der Verlängerung von AD über D hinaus hegt und 
infolgedeeaen das Rad D sich nach der anderen Seite dreht um 6» = 2 ■ .t gj . 
In beiden Fällen ist q während dee ganzen Umfabrens unveränderlieh, da ja die 
EinsteEung des Apparates dieselbe bleibt. 

Maj] entnimmt nun der Fig. 84 den Zusammenhang 
rj = (a + «)» -H (r" - e') = a' + 2 ■ a ■ c -I- r" . 
üntspreohend ergibt sich 

r< = (a + c - e,)' + r' - (e, - 0' = a» - 2a ■ (si -<=) + '■», 
*1 = (" + c + ei)' + f' - (e» + c)' = o' + 2o ■ (si + c) + T*. 
Damit wird der Inhalt der zwischen dem Nullkreis und dem Innenkreis gelegenen 
^^^^^ F^ = [rl~ r\)- ji = 2- a- Qi- .t = b^- a 

imd der Inhalt der zwischen dem Nullkreis und dem Außenkreis gelegenen Fläche 
- . -P, = (rS - r|) - ,T = 2 • a ■ e, ■ .T = 6, ■ a . 

**} Joh. Bernoulli, De oentro spontanao rotationis. 
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Wird jetzt der konzentiisob zum Nollkreis gelegene BingauBachnitt Fi der 
Fig. 86 im Sinne der Pfeile rund herum umfahren, so liefert der Außenbogen 




die Boddrehung 



, die beiden entg^enge- 



Fig. 85. 



setzt befahrenen Halbmesaerteile heben die von 
ihnen einzeln hervorgerufene Raddrehung auf und 
der Bogen dee Nullkreises liefert j a keine Drehung. 

Es ist also Fl = — • 6, ■ a . Wird die Fläche des 

innenliegenden Ringausschnittee F^ in demselben 
Sinne umfahren, so wird der innere Bc^n, der 
allräi in Betracht kommt, en^egengeeetzt be- 
fahren wie der äußere von F, , so daß das Rad 
demselben Sinne dreht wie dort, und ee ist 

■ a . Bei der FltUihe F^ addieren sich 

Angaben zu f , = — ■ (6, + 6,) ■ o - 



F.--h 




if der Fläche f^ wird zuerst die Fläche F-^ ge- 
zählt und dann entg^^ngesetzt dazu, also negativ die kleine daran fehlende 
Fläche. Dasselbe gilt für die Fläche F^. 

Für eine Reihe beliebig aneinander gereihter RingBtlicke nach Fig. 86 addieren 
Hieb die Bogenangaben des RädcheitB innen und aulfen und die radialen Befah- 
rungen heben sich vollständig 
auf, da jede zweimal in ent- 
gegengesetzter Richtung ge- 
macht wird. Man kann fkbo 
die Reihenfolge der Umfahrun- 
Q auch BD ändern, daß nur 
: Außenkanten der znsam- 
(Zten Figur umfahren 
werden. Irgendeine beliebige 
Fläche kann nun aus sehr 
kleinen, zum Nullkreis konzen- 
trischen Fiächenstückchen zu- 
sammengesetzt gedacht werden. 
Für sie gilt somit daaeelbe: Der 
Inhalt der umfahrenen Fläche 
ist gleich den Angaben des Rades multipliziert mit der Ärmlänge a . 

Ist die Fläche so groß, daß der Pol B darin hegen muß (Fig. 87), so zählt 
die Umf^irung nur den rechts schraffierten Teil positiv, dagegen den links schraf- 
fierten negativ. Es muß demnach der Inhalt des Nullkreises, der am besten durch 
Probieren bestimmt wird, dazuaddiert werden, um den ganzen F]ä«heninhi^t 
zu erhalten"). 

Bei irgendeiner beliebigen komplanen Bewegimg einer Ebene 1 zu 
einer anderen Ebene 2 ändert sich im allgemeinen die Lage des augen- 
blicklichen Brehpimktes oder Poles der Ebene 1 auf der festen 2. Die 
Folge seiner einzelnen Lagen heißt die ruhende Polkurve. Da nun 
die gegenseitige Bewegung beider Ebenen auch durch die Bewegung 
von Ebene 2 zu der jetzt fest gedachten 1 möglich ist, so ergibt sich 
dadurch eine zweite bewegte Polkurve, deren einzelne Punkte bei reiner 
gegenseitiger Drehung sich mit den zugehörigen der ruhenden Polkurve 
decken. Eine derartige ohne Versehieben stattfindende Bewegung 



Fig. 86. 



Fig. 87. 



M) Amsler, 1854; Kiraoh, Z. d. V. d. I. : 



; Land, Z. d. V. d. I. 1 
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zweier Kurren aufeinander nennt man Bollen; die beiden Folkorven 
rollen also aufeinander ab. 

Ein Punkt bewege sich mit der gleichförmigen Winkelgeschwindig- 



keit w, also der Umfangsgeschwindigkeit v = 
vom Halbmesser r (Fig. 88), er lege in dem 
kleinen Zeitabschnitt dt den Weg AB — ds 
zurück. In dieser Zeit hat sich dann die Gie- 
schwindigkeit v zwar nicht der Größe, wohl 
aber der Richtung nach geändert. Tr^t man 
im Endpvmkt B der Strecke ds die stets in 
den Bogen fallende, also tangential gerichtete 
Geschwindigkeit v wieder an, so kann man 
sie als entstanden auffassen aus der ursprüng- 
lichen, im Punkt A vorhanden gewesenen v 
und einer senkrecht zum Bogenteilchen ds, 
also nach dem Mittelpunkt hin gerichteten Ge- 
schwindigkeit du. 

Den ähnlichen Dreiecken entnimmt man 



auf einem Kreis 




dv. da 



— oder du = da- — . 



Wird jetzt auf beiden Seiten durch dt dividiert, so folgt 



'p, eine Beschleunigung ist 

Pr = — - (65a) 

Damit der Punkt sich mit der gleichförmigen Geschwindigkeit w auf 
einem Bogen vom Halbmesser r bewegt, muß er dauernd die angegebene, 
nach dem Mittelpunkt gerichtete Beschleunigung erfahren^'). 
Setzt man darin ein t! = r- o), so wird 



(66 b) 



Man kann (üese Gleichung auch schreiben 

'p,= [r'w)-<o = v-(o. (65c) 

Bewegt sich der Punkt auf einer beliebig gekrümmten Kurve, so 
ist in die Formeln (65) der Krümmungshalbmesser des zugehörigen 
BogenstOckes einzusetzen, und wenn die Geschwindigkeit veränderlich 
ist, die augMiblickliche Winkel- oder Umfangsgeschwindigkeit. Man 
hat demnach bei solchen Bewegungen bzw. Beschleunigungen zu unter- 

*') Newton, Principia philoBophiae naturalis mathematioa, 1687. 
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ncheiden die obige Zentralbeschleunigung und die in die Tangente 
der Bahnkurve fallende Tangentialbeechleunigung 



worin e = -yr die Winkelbeechleimigung des Punktes ist (vgl. S. 17). 

Beide Besohleumgungen laasen sich leicht zeichneilBch dantellen. Ist in 
Fig. 89 AjA, ein sehr klänee, in der Zeit d t durchlaufenes Teilchen der Bahn 
eiaea Pimktea, der zugehörige Krümmungsmittelpunkt der Bahn {OA^ = e)r 
V die GieBohwiiidigkeit im Punkte A, tangential zur Bahn gerichtet und t/ die 
um 90° gedrehte Qesohwindigkeit, Bißt das zu AjA^ gehörige StÜok der Ge- 
sohwindigkeitskurve, so ist Afi die Sufanormale der (üeechwindigkeitAkurre in B^, 
und die aus gezogene Gertide OC schneidet auf der in £| zu A^B^ errichteten 
Senkrechten die Strecke BiD — p, ab. Denn ee ist ^^^ = du = p ■ (tu ■ d() 
und S^Bt = (e + i/) • (tu ■ dl). *emer B^ = dt/ = du, also 






dv-1 



~9 + » 



Nun ist 



Wird hierin der vorstehende Wert von tg^i eingeeetst, so folgt 



at 



dt 




Zieht man femer noch 

BiF\lOD und FG\\B^O, 
Bt aus ähnlichen Dreiecken {B^Aß rv> ' 



Ferner ist {OA^C ■r^ B^A^I^) 



Ä^ = A^,- M- . 
OA^ 



A,B, 
Der SchwerpunktduTchmeeser dea 



A^ö = ;^^l^y^^^ . J^l ^ _ 



in der Minute um. 
fallenden Nonnalbeechleui^ping. 
Es ist nach Pormd {65b) 



Beispiel 68. _- - - . 

Schwungradkrauzee einer GioBgasmaschine betrage 

D = 6,32 m. Das Ead laufe mit n = 120 Umdrehungen 

ist die Größe der auf jedes Kranzteilohen ent- 



Belapiel 64, Kreissägen arbeiten in hartem Hob mit o = 16 m/sk längs 
und quer zur Faser, in ziemlieh weichem Hok mit v — ZO m/sk quer Eur Faser 
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Beiaptel 65. Anzugeben ist die Zentralbeechleunigang, die die Schaufeln 
einer I)ampftiirbine erf^ren, deren Rad von I> = 1,24 m I^chmegser n — 2000 
Umdrehnngen in der Minute mEioht. 

Man erhält nach Formel {66b} 

1 24 /t ■ 2000\' 
p, = -'s- ■ r— 05— ) = 0,«2 ■ 209,44" = 26751,S m/sk'. 



mit der Qesohwindi^eit 

F= 30 4ö 60 75 90 km/at 
durchfährt. 

Nach Formel {2 b) erhält man 

v= 8,333 12,500 1Ö.Ö67 20,S33 26,000 m/sk 

u« = 69,44 156,26 277,78 434,02 625,00 m'/sk. 

p = 0,2315 0,6208 0,9269 1,4467 2,0833 m/ak" r = 3O0'm 

0,1761 0,3906 " 0,6944 1,0861 1,5625 „ 400' „ 

0,1167 0,2604 0,4630 0,7234 1,0417 „ 600 „ 

Beispiel &T. Der Mond bewegt sich auf seiner naliezu kreirförmigen Bahn 
um die Erde, deren Halbmesser nach trigonometriBchen Bratimmungen, die 
^eichzeitig von zwei verschiedenen Stellen der Erdoberfläche aus vo^enommen 
wurden, das 60,274 fache des Äquatorhidbrnessers der Erde von r = 6 377 397 m 
betraf in ( = 27 Tagen 7 st 43 min 11,6 sk einmal um die*Erde. Anzugeben 
ist die Größe seiner Normalbescbleunigung. 

Die Winkelgeschwindigkeit ist 

2;i 2-3,14169265 .,^ 
— — — — - l/sk. 



Da die Bewegung des Mondmittelpunktes um' den gemeinsamen Schwerpunkt 
von Erde und Mond erfolgt, der den Mittelpunktabetand im Verhältnis 
teilt, so wird 



/2 - 3,14159265V 

. 2360591,5" 



• 60,274-6377307. - -^^°"^?? = 0,002595 m/sk';. 



Die Beschleunigung eines fallenden Körpers auf der Elrdoberfläche am 
Äquator ist zu ff = 9,78014 m/ak' (S. 11) gemcBsen worden. Nun dreht sich die 
Enle um ihre Achse in 1* = 86 164,1 sk (S. 2), und die dadurch hervorgebrachte 
Zentralbeeohleunigung jedes an der AquatoroberfUehe befindlichen Körpers betr^ 



") V. Denffer, W.-T. 1913. 
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Um diesen Betrag ist die gemesaone Beeobleunigung zu i 

9,8140S m/sk', damit man die wahre FsUbeechleuniguDg erhält. 

Das Verhältnis beider BeBchleunigungen ist denmaeh") 



Die Beohnimg vemachläa 



9,81406 3641,6 60,345* 

_ „ ^., — Je der Mondbahn nicht mit der 

Äquatorebene der Erde z 

Der Arm 0,0^ = a drehe sich mit der Winkelgeschwindigkeit cü, 
um 0,, so daß er nach einem kleinen Zeitabschnitt dt die Lage 0^0^ 
angenommen hat (Fij;^. 90 mid 91). Um Oj drehe sich in derselben 
oder einer paralleleji Ebene der Arm 0^ mit der Winkelgeschwindig- 
keit (Oj. Der b^iseren Übersicht wegen werde voranagesetzt, daß die 




Fig. 90. 



Anfangslage O^O^A eine gestreckte Gerade ist. Nach Ablauf der Zeit dt 
ist der Punkt Ä dann in die Lage A^ gekommen. In Fig. 90 sind beide 
Drehungen gleichsinnig, in Fig. 91 entgegengesetzt. 

Man sieht sogleich, daß der Punkt A sich mit der Gesamtwinkel- 
geschwlndigkeit m^ zt «>« gedreht hat, und zwar um den Pnnkt 0, der 
auf der Verbindungsgeraden der beiden Belativdrehpunkte Oj und 0, 
liegt. Denn der Bogen AA^ muß sowohl senkrecht zu Oj4g'wie O^^A 
st^en, sein Mittelpunkt sich also auf beiden genannten Geraden be- 
finden. Im ersteren Fall teilt die Strecke o innen, im zweiten außen 
in die beiden Abschnitte Uj und «j. 

Dem Dreieck OOfii wird entnommen 
Oj sin(a>2 ■ dt) 

a sin(Wj + (Uj) ■ dt 
oder, da die Winkel als sehr klein vorausgesetzt werden, so daß der 
Sinus gleich dem Bogen gesetzt werden kann. 



Femer ist nach den Fig. 90 und 91 

ffl - {(Ol ■ dt) = Og - {(Ol + (i 
oder «a (o. 



t)-dt 



{66 b) 
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Fig. 92. 



Fig. 93. 



Wenn die beiden Winkelgeschwindigkeiten co, und co^ unveränder- 
lich aind, behält der Mittelpunkt der Gesamtdrehbewegung oder kurz 
gesagt der Pol seine Lage aui der Verbindungsgeraden Ofi^ dauernd 
bei. Die Polbahn ist dann ein Kreiß aus dem Mittelpunkt 0^. 

Ist eine oder jede der beiden Winkelgeschwindigkeiten veränderlich, 
so wandert der Pol bei der Drehung aul der Geraden 0,0j. 

Sind beide Winkelgeschwindigkeiten q Ol Ä 

gleich, aber entgegengesetzt gerichtet, so »^ '■ «ti^^^^j^ 

«Tgibt die Fig. 91 sofort, daß dann O'^A^ ^^^^W 

II OiÄ ist. Der Pol rückt ins unendlich 
Peme, d. h, es findet eine geradlinige Ver- 
schiebimg des Punktes A senkrecht zur 
Geraden Ofi^ statt. 

Liegt A anfän^^h nicht auf der Gera- 
den Q,Oi (Fig. 92), so kann man mit dem 
Arm O^A starr einen zweiten O^' verbin- 
den, der die obige Bedingung wieder erfüllt. 
Das oben Gesagte gilt demnach auch für 
jeden Punkt, der mit dem starren Dreieck 
O^A' fest verbunden ist. 

Eine Schiebung mit der Geschwind^- 
keit V und eine Drehung um eine zur Ebene 
der Schiebung senkrechte Achse Oj mit der 
Winkelgeschwindigkeit o» ergibt eine Dre- 
hung um den Pol auf der senkrecht zu f in O^ errichteten Geraden, 

der den Abstand a^ = — von v hat (Fig. 93). Denn man kann die 

Schiebung als eine Drehung um den unendlich fernen Punkt O^ auf- 
fassen und erhält so aus Gleichung (66 a), wenn man wieder 



O + o 



wie angegeben. 

Häufig fällt der Po! in F^. 91 sehr 
weit weg, so daß die genaue Aufzeich- 
nung Schwierigkeiten macht. Man arbeitet dann vorteilhaft mit den 
um 90° gegen die wirkliche Richtung in demselben Sinne gedrehten 
Geschwindigkeiten. Ist in F^. 940 der augenblickliche Drehpunkt einer 
sich mit der Winkelgeschwindigkeit (o drehenden Fläche, so daß gilt 





Fig. 94. 



= b- (o = 



dann folgt aus der Figur 
ÖC 
OD ' 
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Eb. ist also 

CD 11 AB: 
Die Endpunkte der um 90° gedrehten Geschwindigkeiten der Punkte 
einer Geraden Aß liegen auf einer Parallelen CA zu ihr. 

Beispiel 58. Die Geschwindigkeiten v, und v^ der beiden Punkte A und S 
eines starren Vierecks ÄBCD (Fig. 95} seien naeh Größe und Richtung bestimmt. 
Festzustellen sind die GeacbwincÜgkeiten Vg und v^ der beiden Funkte C und D. 
Man diebt beide Goscbwindigkeiten mn 
90° (Pig. 95) und zieht durch den so er- 
haltenen Endpunkt Ton tij eine Parallele 
zur Seite AC und durch den Endpunkt 
von Vi eine Parallele zur Diagonale BC. 
Beide treffen sich dann im Endpunkt der 
gesuchten Geschwindigkeit v^. 

Ebenso zieht man durch den Endpunkt 
von tij eine Parallele zur Seite BD und 
durch den Endpunkt von «i eine Parallele 
zur Diagonale AD. Beide schneiden eich im 
Endpunkt der um 90° gedrebtffli u». 

Die Richtigkeit der Zeichnung wird 
dadurch geprüft, daß die Verbindungslinie 
der Endpunkte von u, und v^ parallel zur 
Seite OD sein muß. 
Beispiel 59. Anzugeben istTder Verlauf der Geschwindigkeit c und der Be- 
aohleunigung ^ des EieuEkOT>fee^fi des geechränkten Kurbeltriebee nach Fig. 96 
in Abhät^^keit von der Ereuzkopfst^uug, wenn die gleichförmige Umlauf- 
geschwind^keit des Kurbelzapfens A um die WeUe O za v = 12,42 m/sk fest- 
gelegt ist und dae Sohnbstangenverhältnis t — t beträgt 

Mein macht am bequemsten die um 90° gedrehte Gesohwindi^eit v gleich 
dem Halbme^er r, wo daß abo der Maßstab 12,42 m/ek = 15 mm beträgt. Die 




Fig. 95. 




Fig. 96. 



1 Geschwindigkeit von B ist ebenfalls gegeben, 
I bestimmt« Kurbelstellung A durch Zi^en der 
Parallelen zu AB = l erbalten. Man erhält ao die beiden einander gleichen Kurven- 
Züge C| und C, für den Hin- und Rück^ng. Die Aufzeichnimg hat jedoch den 
Nachteil, daß sie selbst bei großem Maßstab wenig genau ist. 

Die Beeohleimigungsknrve p wird aus der Geschwind^keitekurve durch 
Zeichnen der Subnormalen gemäß Fig. 34 entwickelt. 

Zwei Drehungen um zwei sich schneidende Achsen O^ bzw. Of mit 
den Winkelgeschwindigkeiten tOj bzw. «y^ können vereinigt werden zu 
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einer Brehung um eine in die Ebene der beiden gegebenen Achsen 
fallende Achse O, die durch den Schnittpunkt A der beiden orsteren 
gebt (Fig. 97). Man trägt vom Schnittpunkt A die beiden Winkel- 
geschwindigkeiten (Oj-und (Og auf den zuge- 
hörigen Achsen in einem beliebigen Längen- 
maßstab ab, büdet daraus das Geschwindig- 
keitsdreieck und erhält als Schlußlinie die 
Größe und den Drehsinn der Winkelgeschwin- 
digkeit lo . Der Beweis folgt daraus, daß zur 
Aufrechterhaltung einer bestimmten Winkel- 
geschwindigkeit o), gegenüber den sich ergeben- 
den Widerständen ein Drehmoment M-^ er- 
forderlich ist, und ebenso zur Aufrechterhaltung 
von (Oj ein Drehmoment M^. Beide Drehmo- 
mente werden nun nach Bd. I, S. 83 in der für 
die beiden cu angegebenen Weise zu einem sie 
ersetzenden Drehmoment M vereinigt, das also 
die Winkelgeschwindigkeit m gegenüber den Widerständen aufrechterhält 

Beispiel 60. Ältere Kugellager zur Aufnahme gröDerer Kräfte haben die 
Form der Fig. 9S, die Kugein liegen beiderseits an zwei Stellen an. Die Winkel- 




Fig. 98. 




geschwindigkeit (uj der Wellenachse 0, gibt mit der lo^ der Kugeln um die Achse 0, 
die Winkelgeschwindigkeit <u, um die Achse O, , die sich alle drei im Funkte A 
schneiden. 

Sind drei Winkelgeschwindigkeiten m^, Wj, 0)3 um drei in dem- 
selben Punkt O zueinander senkrecht stehende Achsen gegeben (Fig. 99), 
so hat ein Funkt A mit den auf den Drehachsen gemessenen Abständen 
X, y, z vom Ausgangspunkt O folgende Seitengeschwindigkeiten: 






(68) 
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Setzt man in den Äuagangsgleichungen (68) die linken Seiten gleich 0, 
80 ergibt sich für die Punkte, die bei der Drehung in Ruhe bleiben, 
die Bedingung 



Hierdurch wird eine Gerade, die Drehachse der Gesamtbewegung, dar- 
gestellt, die durch den Anfangspunkt geht. 

Die Gesamtwinkelgeechwindigkeit für diese Achse ist, wie nach dem 
Vorhergehenden leicht einzusehen ist, 

<o^ = <o\ + col + (Ol . (69) 

Während sich die Geschwindigkeiten zweier Belativdrehungen oder 
einer Drehung und einer Schiebung nach dem Vorstehenden leicht zu 
einer vereinigen lassen, ist die Vereinigung der Beschleunigungen um- 
ständlicher. Ein Punkt B, der 
in der Zeichenebene eine Dre- 
hung um die Achse ausführt 
(Fig. 100), habe zu einer be- 
stimmten Zeit t die Lage B^ , 
die in Polarkoordinaten durch 
den Abstand OB^ — r und den 
Winkel AOB = « gegen die 
festliegende Gerade OA be- 
stimmt ist. Seine Geschwin- 
digkeit sei gegeben durch die 
beiden Seitengeschwindigkei- 
ten Vr in Richtung des Pol- 
strahles r und Va senkrecht 
dazu. Nach der kleinen Zeit 
dt habe der Punkt die Lage 
Bf, und seine wieder in die Bichtung von r -{• dr und senkrecht dazu 
verlaufenden Seitengeschwindigkeiten werden zerlegt nach den Bich- 
tui^n von V, und v^ in die größeren v, + dv, und Vg -\- dv,; die 
kleineren ergeben sich dann aus den rechtwinkligen Dreiecken mit dem 
Spitzenwinkel d a. unter Vernachlässigung der kleinen Größen zweiter 
Ordnung zu v, ■ da. und v« • rf« . 

Man erhält hiermit die Beschleunigung in Richtung von r zu 
{v, -f dv, — v^ ■ dot) — V, _ dv, Va- dx 




Fig. 100. 



. " dt 


dt dl 


und senferecht da^u 




(». + <ii>, + », ■ <Ia) — V, 


dv v,.d« 
dl "^ dt 


''■ dl 


Nun ist ja ohne weiteres 




dr j r-d« 
"' dt °°'' *'■ dt ■ 
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and damit wird 
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Die bis jetzt als fest angesehenen Geraden drehen sich aber eben- 
falls am 0, und feste Bezugsachse sei jetzt die Gerade OA,, der Fig. 100. 
Dann ist die Lage des Punktes B^ gegeben durch den Strahl r und den 
Winkel ß + (x, und man erhält jetzt als seine Seitengeschwindigkeiten 

, dr ... ^ , d{a + ß) 

V. = -^ unverändert, v. = r- ~ — — 

dt dt 

bzw. als Seitenbeschleunigungen 

' = ^_ ( d{tx.+ß) y _d^r /da dßy 

^'~ dti '"[ dt ) ~ dt^ ^'[dt'^dtl' 

^^ ' dt' '^ ' dt' dt 

\dt' "^ dty^ dt \dt '^ dtl' 

Durch Auflösen der Klammem folgt, wenn die obenstehenden Formeln 

dß 

dt ' 

les OA und der damit verbundenen Punkte gegenüber der festen Ge- 
raden OAg, entsprechend --^ = e die zugehörige Winkelbeschleunigung 
angibt, *** 

P't = Vt' — 2-fa,-a) — r> cu*, pi = p« + r ■ e + 2 ■ «, • to . 
Mese beiden senkrecht zueinander stehenden Beschleunigui^n können 
zu einer vereinigt werden: j»' = yp^' + j4' , 
Nun ergibt 

Vp' + Pa = P die Gesamtbeschleunigung in dem Belativsystem, 

^j(r • ti>*)' + (r • e)^ = Po die Beschleunigung des Punktes B gegen- 
über der festen Achse, 
= Pi eine Zusatzbeschleunigung^), 

") Clairaut, M6m. de I'Acad. des Sciences, Paris 1742; Coriolis, M£m. 
des sav. ^trangere, 1832; J. de l'öcole polyteohn., 1832, 
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die senkrecht zur Geschwindigkeit v im Relativaystein steht, und zwar 
Dach der Seite hin, die der Drehrichtung des RelatiTsystems entspricht 
(Fig. 101). Diese drei Beschleunigungen ei^eben nach Größe und Bich- 
tung zusammengesetzt die Qesamtbeschleunigung p'. 

Faßt man jetzt als den Pol «ner beliebigen Drehung und Schieboi^ 
in der Ebene auf, so folgt, daß die g^ebene Zusammensetzui^ all- 
gemeine Gültigkeit hat. 

Nachdem so festgestellt ist, daß nur eine Zusatzbeschleunigung 
senkrecht zur BelatiTgeschwindigkeit v vorhanden ist, ist der Nach- 




Fig. 102. 

weis ihrer Größe leicht mit Hilfe der Fig. 102 
zu führen. In der Stellung OA des Halb- 
messers r habe Punkt A die Geschwindig- 
keit V in Bichtung von r. Einen Augen- 
Fig. 101. blick dl später hat sich der Fahrstiahl mit 

der "Winkelgeschwindigkeit co um da = 
<o • dt gedreht und ist Punkt A' nach B um dr mit der Geschwindig- 
keit V = -=- gerückt. Nun hat sich bei dieser Drehung v in die Lage v' 

gedreht, und es ist eine Zusatzgeschwindigkeit u = v ■ doi ^ v ■ (o ■ dt 
nötig, damit v in v' übergeht. Ihr entspricht die Beschleunigung 

p[ = -j- = V- CO. Ferner hat der Punkt B gegenüber A' eine um 

CO • dr größere Umfangsgeschwindigkeit; der Zunahme entspricht die 

Beschleunigung p" = a» ■ -=- — wv, die der ßichtung nach mit pi 

übereinstimmt. 

Die GeBamtbesohleunlgung ist also, wie oben angegeben, 

. p, = 2 ■ a> ■ v, . (70) 

Beispiel 61. Anzugeben ist die Beschleunigung, die die Schwungkugel eines 

Sfaftmaschinenieglers erfährt, wenn die MEtschine plötzlich um — = -^ ihrer 

mittleren Leistung entlastet wird. Der Regler mache n = 160 Umdrehungen in 
der Minute, und der Mittelpunkt der Schwungkugel sei i = 0,26 m von der Spindel- 
achse entfernt; die zum vollen Anlsiufen der Maschine aus der Ruhe bis zur an- 
gegebenen Umdrehungszahl erforderliche Zeit betrage ( = 10 sk. 

Die WinkelbeBchleunigung des Reglers ist dann nach Formel (16) 
- 1 «. 
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Die Drehbewegung. 
also die Umfangabesohleunigung der Kugel 



p, = 1 



^0,i 



V-äiTTo-»'^'» »'"='■ 



Da die Kugel aioh von der Spindel mit einer Geschwindigkeit entfernt, die bei 
guten Foderreglem v > 0,10 m/ak und bei guten Gewichtsreglem v ^ 0,2ß m/sk 
beträgt"')« bo tritt hierzu noch die ZuBatzbeschleunigung in derselben Richtung 

also unter Annahme eines Federreglers 



Vi = 



■160 



0,10 = 3,352 m/sk». 



das 15,3Sfache des ersteren Betrages. 

Die Gesamtbeschleunigung ist somit p = 3,57 m/sk*. 

Beispiel ftä. Anzugeben ist die Beschleunigung eines i. M. 78 m unter der 
Erdoberfläohe in Freiburg (y = 50" 55', fc<:^460ra} frei fallenden Körpers. 

Den Hauptanteil bildet die in Beispiel 16 gegebene Beschleunigung nach dem 
£rdniitt«lpui^t 

g = 9,80617 ■ (1 + 0,002644 ■ 0,20607 + 0,000007 ■ 0,20507") 
- 0,0003086 ■ 0,382 = 9,815858 m/sk». 
Hierin ist schon enthalten die in die Wirkungslinie von g, aber nach der entgegen- 
gesetzten Richtung fallende Seitenbeechleunigung (Fig. 103) 

worin m = ^gr^-y = ttöst l/sk eingesetzt ist, femer die in der Meridianebene 
mich Süden gerichtete Besohleunigong 

_ 6370665 - 0,63044 - 0,77623 _ „ „i 



= (6370283 + 382) ■ 






14361' 



die fieilioh nicht durch munittelbare Messung 
nachzuweisen ist, da der FuBpunkt eines Lotes 
um denselben Betrag nach Süden abgelenkt wird, 
wie sein Aufhängepunkt. Beide Einflüsse lassen 
sich durch Versuche nicht von g trennen. 

Wohl aber ist die Zusatz beschleunigung 
durch Messung nachzuweisen. Sie hat den Wert 
}), = 2 - Ol - v und ist von Westen nach Osten ge- 
richtet. Hierin ist v = y • i ■ cos 71 die aenkreobt 
dazu, also in die Ebene des Parallelkreisea fallende 
Seitengeschwindigkeit des Falles im luftleeren 
Raum. Es wird somit 



Pi = 



2 - 9,815858 • 0,63044 




Noch Formel (9b) kann dafür geschrieben werden 



was die Ablenkung ergibt 

I =/0,0008635. (!(■/(■ dt = 0,( 



") Tolle, Die Regelung der Kraftmaschinen. 1905. 

StBphan. Teclmltche Uachanllk. III. 
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82 Die Gmndlehren der Dynaioik. 

Nun ist bei gegebener FaUhöhe s = 168,30 m nach Pormel (10b) 

Damit wird die Ablenkung nach Osten") 

Gemessen wurde") an einem Körper, der zwar nur geringen Luftwiderstand 
hatte, dadurch aber doch eine Verzögerung erfuhr, x = 0,0283 m. 

Die Ablenkung, die dadurch entateut, dab der Abwurf puntt eine nm s ■ cos <f ■ tu 
größere Geschwindigkeit hat als die Auffangebene, beträgt") 

158,30 ■ 0.630« - 5,6790 „ „„„, 
«. = « ■ cos^ . » ■ ( j^-gg^ - = 0,0395 m. 

n. Die Ornndlehren der Dynamik. 

In den vorhergehenden AbBchnitten wurden die Bewegungen als 
gegeben Eingesehen und ihre Eigenschaften und Zusammenhänge durch 
rein mathematische Betrachtui^en festgestellt. Die Hauptaufgabe der 
Dynamik ist jedoch, die Bewegungen der Körper aus den auf sie ein- 
wirkenden Kräften herzuleiten bzw. aus den ermittelten Bewegungen 
die wirkenden Kräfte zu bestimmen. Dazu müssen, wie zu Beginn der 
Statik, gewisse Erfahrungssätze herangezogen werden, deren Richtig- 
keit sowohl die landläufige Erfahrung als auch der Umstand ergibt, 
daß die daraus gezf^nen Folgerungen durch Beobachtungen bzw. Ver- 
suche beglaubigt werden. 

8. Masse, Kraft, Beschleunigong. 
Man kommt in der Dynamik mit dem Grundgesetz aus**): 
Jeder Körper bzw. jedes System von irgendwie verbundenen Körpern 
beharrt in semem Zustand der Ruhe oder der geradlinigen, gleich- 
förmigen Bewegung, solange nicht äußere Kräite eine Änderung dieses 



Es ist daa der Satz vom Beharrungsvermögen der Korper oder 
das CJesetz der Trägheit**), das gar nicht unmittelbar aus Versuchen, 
wohl aber aus Beobachtungen der Fixsterne nachzuweisen ist. 

Belaptel 63. Das gesamte Sonnensystem bewegt sich, soweit die bisherigen 
Beatimmungen sicher sind, derart im Weltenraum, daß sein Schwerpunkt, der 
mit dem Mittelpunkt der Sonne nahezu übereinstimmt, mit der gleichförmigen 
GJeBohwindigkeit von 1,623 ErdbahnhalbmeHBern im Jahr*') in gerader Richtung 
auf einen Punkt in der Nähe des Sternes i H^ulis*^) zustrebt. Denn bei den 
großen Entfernungen bis zu den nachat«n Fixsternen ist keine Einwirkung von 
ihnen mehr vorhanden. 

") PoisBon, J. de l'ecole polyteohn. 1838, 
") Reis, Ann. Phys. 1833. 

") Benzenberg, Versuche über die Gesetze des Falles, 1804. 
") Hertz, Die Prinzipe der Mechanik, 1895. 

") Otivi ca. 1300 nach Jansen, PhUosoph. Jahrb. 1920; Galilei, Dis- 
oorsi, 1638; Newton, Principia, 1687. 
") Struve. 
") W. Hersohel. 
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Der nächste Fizetem ist der Boppelstem et Centsuri, dessen Verschiebung 
am Himmel, von den Endpunkten der großen Äclise der Erdbalm aus betraphtat, 
2 ■ 0,88" beträgt"). Dem entspricht ein Abstand von 234 400 Halbmessern der 
Erdbahn. Die vom Erdäquator aus gesehene Parallaxe der Sonne iat gerade 
lOmi^ so groB, so daß ihr mittlerer Abstand von der Erde 23 439 Erdhalbmeeser 
beträgt. Hieraus ergibt sich, daß die Erde mit der mittleren Geschwindigkeit 
29,9 km/sk um die Soime umläuft. 

Daß die Fiist«rne sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit bewegen, lehrt 
die Verschiebung der Spektrallinien °") (vgl. Beispiel 42), die mit Leichtigkeit 
die Seitengeschwindigkeit in der Richtung Etde— Fixstern zu messen gestattet. 
Z. B. bewegt sich der Sirius (ParaJlaxe 0,23" ">)) mit der Geschwindigkeit 33 km/sk 
von der Erde weg*'). 

Auf der Erde sind Anordnungen, die das Grundgesetz selbst genau zu prüfen 

Ctatten, nicht zu verwirklichen, da hier immer stärende Anziehungskräfte Tor- 
iden sind, oder, wenn sie durch besondere Einrichtungen aufgehoben werden, 
Reibungskräfte u. dgl. das Ergebnis trüben. 

I>ec Trägheitssatz schließt in seiner allgemeiuenFormdenfolgendeii ein: 
Jede durch irgendeine Kraft hervorgebrachte Änderung der Geschwin- 
digkeit ist unabhängig von der bereits vorhandenen Geschwindigkeit des 
betreffenden Körpers, also auch von den etwa noch wirkenden Kräiten, 
die ihrerseits bestimmte Geschwindigkeiteänderungen hervorrufen. 

Auf einen Körper, der sich mit der gleichförmigen imd geradlinigen 
Geschwindigkeit v^ bewegt, wirke von einer bestimmten Zeit an eine 
nach Größe und Richtung gleichbleibende Kraft in der Bahnrichtung 
ein. Nach dem kurzen Zeitabschnitt dt hat sich dann die Geschwindig- 
keit um den Betrag dv in t!,, + dv geändert, je nachdem die Kraft- 
richtung mit der Bewegui^arichtung übereinstimmt oder entgegen- 
gesetzt dazu ist. In einem zweiten kleinen Zeitabschnitt dt findet 
nach dem vorstehenden Grundsatz wieder eine Änderung um den 
gleichen Betrag wie vorher statt, da die Änderung nur von der ein- 
wirkenden Kraft, aber nicht von der vorhandenen Geschwindigkeit ab- 
hängt. Die erhaltene Geschwindigkeit ist also v^±2- dv, und nach 
einer bestimmten Zeit ( beträgt sie 



= v^+jdv. 



,fdv 



Kun ist, da dv in gleichen Zeitabschnitten denselben Wert beibehält, 

dv 

— = p eine unveränderliche Beschleunigung bzw. Verzögerung, und 

man kann schreiben: ( 

V = Va±fp-dtt 

") Maclear, 1864. 
") Henderson. 
") Huggins, 1868. 
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Eine unveränderliche Kraft ruft je nach ihrer Richtung eine gleich- 
förmig beschleimigte oder verzögerte Bewegung hervor. 

War der betreffende Körper in Ruhe oder hatt« er wenigstens nach 
der Richtung der Kraft keine Geschwindigkeit, so faUt in der vorstehen- 
den Gleichung der Betrag Vg weg. Andererseits kann man annehmen, 
daS die Geschwindigkeit v^ durch die vorherige oder auch gleichzeitige 
Wirkung einer anderen Kraft entstanden ist, die mit der ersteren dieselbe 
Wirkungslinie hat. Ist die Wirkungslinie eine andere, so setzen sich 
die in jedem Zeitpunkt vorhandenen Geschwindigkeiten nicht alge- 
braisch, sondern geometrisch mit Berücksichtigung ihrer Richtungen 
zusammen (Abschnitt 6). 

Zur Ermittlung des Zusammenhanges zwischen der Kraft P und 
der von ihr hervorgerufenen Beschleunigimg p geht man davon aus, 
daß die Masse m der Träger aller physikalischen Eigenschaften des 
Körpers ist, also auch seiner Trägheit im Sinne des Grundgesetzes. 

Erteilt eine gegebene Kraft P einer bestimmten Masse m die Be- 
schleun^ung p {Fig. 104), so erteilt eine dazukommende zweite Kraft P 
von gleicher Größe und Richtung derselben Masse m auch wieder dieselbe 
Beschleunigung; es entsteht die Darstellung der Fig. 105. Ein beliebiges 
Vielfache n ■ P beschleunigt also dieselbe Masse m um das n ■ p-fache : 

Fig. 104. Fig. 105. 

Bei gleicher Masse entsprechen die Beschleunigungen den Kräften. 

Die halbe Kraft erteilt somit der unveränderlich gebhebenen Masse m 
die Beschleunigung |p (Fig. 106). Wenn jetzt die gleiche Masse m imd 
die gleiche Kraft -J- P dazukommt, so bleibt die Beschleunigung dieselbe 

^p . Die Kraft P erteilt also der Masse 2 m die Beschleunigung — : 

Bei gleicher Kraft entsprechen die Beschleunigungen den Massen 




Die beiden vorstehenden 8ätze lassen sich zusammenfassen zu der 
PormeP') 

oder p 

V = ^--, (71) 

worin t eine Verhältniszahl 'ist, deren Wert von den gewählten Ein- 
heiten für die drei Hauptgrößen abhängt. 

Unter dem Einfluß seines Gewichtes G erfährt nun jeder Körper 
von der beliebigen Masse wi im luftleeren Raum dieselbe Beschleunigung g 
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des freien Falles (Beispiel 16). Es gilt also hierfür ebenfalls die Glei- 
chung (71) in der Schreibimg 



Dnrch Division der ursprüngUchen Gleichung (71} durch die vorstehende 
folgt nun 

f = 5 -« 1 = 1- 

Die Beschleunigung verhält sich zur erzeugenden Kraft wie die Fall- 
beacbleunigung zum Gewicht des betreffenden Körpers. 

Man kann die Gleichung (72) auch in der Form schreiben 



und erhält durch den Vergleich mit Formel (71); Der Faktor k wird 1, 
wenn für die Masse m der Quotient — eingesetzt wird. 
Man kann aomit auch mit den beiden Formeln rechnen 



worin das Maß für n 

und g m/sk* ist. Grundgröße der Masse ist die in Breteuil aufbewahrte 
Masse von 1 kg Gewicht. 

Die erste Gleichung (72) wird vielfach geschrieben 

P = mj). (73a) 

Hierin heißt m • p die Trägheitskraft des Körpers von der Masse m, 
auf den die Kraft P einwirkt. Auch hier ist aomit der Satz von der 
Krait und Gegenkraft (Bd. I, S. 13) erfüllt, indem die Trägheitskraft 
der Masse die Gegenkraft zu der bewegenden äußeren Kraft darstellt. 
Wirken auf einen Körper in einer bestimmten Eichtung ein die 
treibende Kraft P^ , eine widerstehende Kraft P^ und bewegt sich der 
Körper vom Gewicht G mit der Beschleunigung p in dieser Richtung, 
so gilt nach dem obigen 

P, — Pj = m . p 
oder 



Die Gleichung treffe etwa für die beliebig gewählte a;-Achse zu. 
Für die dazu und aufeinander senkrechten y- und z- Achsen lassen sich 
enteprechende Gleichungen aufstellen. Man erhält so — vorläufig für 
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dea Fall, daß alle Wirkungslinien der Kräfte durch den Schwerpunkt 
des Körpers gehen, in dem die Trägheitstraft genau so wie das Gewicht 
angreift — , den Satz**): 

Man rechnet bei bew^ten Körpern nach den Begeln der Statik, 
nachdem die Trägheitsträft > entgegengesetzt zur Beschleunigui^- 
richtung zu den übrigen Kräften zugefügt sind. 

Bewegt sich der Körper auf einer gekrümmten Bahn vom Krüm- 
mungshalbmesser r mit der Geschwindigkeit v oder Winkelgeschwindig- 
keit cu, so setzt er nach den Formeln (72 a) und (65) dieser Bewegung 
einen radial nach außen gerichteten Widerstand 

Z = m - - = ö . ^^^-^ (74) 

»■ 9 

entgegen. Als Trägheitakraft ist dann diese sogenannte Schwung- 
kraft anzusetzen. 

Beispiel 64. Eine Kranlast von Q = 4300 kg einschließUch Haken- und 
Seilgewicht (Bd. I, Beispiel 135) soll mit der Qeachwindigkeit v = 0,5 m/ak an- 
gehoben werden ; die zur Beeohleunigung verfügbare Zeit beträgt unter ungünstigen 
Umständen nur t = 0,3 sk. Anzugeben ist die Kraft, für die das Seil zu be- 
rechnen ist. 

Nach Formel (10) ist die Beschleunigung 
0,5 



Damit wird nach Formel (70) die Seilspannkraft 

5 = + P = 0'|l + ?j = 4300 ■ (1 + 1,67 ■ 0,102) = 5030 kg. 

Beispiel 66. Die Fallbewegung kann durch die Anordnung der 
Fig. 107 ") BO weit verlangsamt werden, daß man sie bequem be- 
obachten kann. Über eine leichte Bolle ist ein dünner Faden ge- 
legt, an dessen Enden die beiden gleichen Gewichte 0^ hängen. 
Witd jetzt das obere Gewicht um den kleinen Betrag G^ 



röBert, so sinkt ee langsam herab, und z' 
' ! Beschleunigung dea Ganzen 



ftü 



it nach Formel (72) 



wird (für Deutsch- 



P = 9,81 ■ ^ = 0,097 m/sk^ 

Die Gewichte legen also gemäß Formel (8a) die folgenden Wege zurück: 
(=! 2 3 4|5 8 7Bk 

a = 0,048 0,194 0,437 0,776 | 1,164 1.552 1,940 m. 

") d'Alembert, TraitA de dynamique, 1743, enthält diese Voraohrift zuerst 
in recht unklarer Weise. Das Prinzip von Hamilton (London Philosoph. Trans- 
actiona, 1834) und das der kleinsten Wirkung von Maupertuis (M^m. de l'Acad. 
Paria, 1740) sind übereinstimmend mit dem von d'Alembert (Voß, Math. An- 
nalen, ISM). 

'") Atwood, On the rectüinear motion and rotation of bodiee, 1784. 
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Wird etwa, an der Stelle 0,T7d m das Gewicht O^ durch einen King at«ehoben, 
so bewegen sieh die Gewicht« Q^ nach dem Trägheitsgeeetz mit der gleichfärmigen 
Gesohwindigkeit u = p • ( = 0,097 ■ 4 = 0,388 m/sk weiter, und man stellt dann 
die in der Zuaammenatellung folgenden Wert« von a fest. 

Hierbei sind die Einflüsse des Fadens, der Bolle und der Zapfenreibung yer- 
naohlässigt worden. 

Beispiel 66, Die größte Beschleunigung, die ein Dampfmaachinen-Einlaß- 
ventil vom Gewicht ö, = 5,8 kg erfährt, betraf nach Beispiel 19 p = 70 m/sk*. 
Anzugeben ist die Spannkraft j9 der Feder, ofie zum Schließen erforderlioh ist, 
wenn noch die Spindelreibung mit Ä= 16 kg (Bd. II, Beispiel 38) berücksichtigt wird 
und da« Federgewicht G, = 0,8 kg beträgt. 

Das eine Ende der Sohraubenfeder wird festgehalten, das andere macht die 
Bewegung des Ventils mit. Die Verhältnisse sind die gleichen, wie auch leicht 
rechnerisch nachzuweisen ist, wenn das halbe Gewicht der Feder voll beschleunigt 
gereclmet wird. Man erhält dann nach Formel (72a) 

S = fo + 1.0.] ■ -^ - O + Ä 
\ 2 1g 

= (6,8 + 0,4) ■ 70 ■ 0,102 - 5,8 + 16 = 54,5 kg. 

Beispiel Ö7. Der Bammbär einer Handramme einschließlich Seil usw. habe 
das GewiohtO = 308 kg. Der Hub betrage im Durchschnitt ft = 1,4 m. Während 
der ersten */,^ dee Anhubes wird er annähernd gleichförmig beschleunigt bewegt, 
während der letzten Vis ebenso verzögert. Anzugeben ist die Kraft, die jeder der 
j n 16 Hann auszuüben hat, wenn der ganze Hub in ( = 1 sk gemacht wird. 

Ana Formel (8a) folgt die Beaohleunigung im ersten Hubteil 



P = 



2 0.6 - h _ 



Damit wird nach Formel (72) die Beschleunigungskraft 



anzuziehen. Am Schluß dee Hubes verringert sich seine Anstrengung auf 
^ = 20.5 kg. 
Der Bammbär fällt die gehobene Strecke (Formel 10a) in 

Beispiel A8. Um die Stoßkraft zu bestimmen, die ein in regelmäßigen Schwin- 
gungen bewegter Körper erfährt, kann damit ein leichtes G^tell A verbunden 
werden, in dem eine klebe Platte B elektrisch isoliert an einer Blattfeder G be- 
festigt ist, die die Platte S gegen eine mit Hilfe der Gegenmutt«T M einstellbare 
Schraube D mit einer durch Eichung meßbaren Kraft Q drückt (Fig. 108). Ist 
das Gewicht von B kg, so gilt nach Formel (72) w = -J "enn sich bei einem 

Stoß B gerade von D löst, was durch die Unterbrechung des elektrischen Stromes 
festgestellt wird. 
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Die OröBe der Kraft Q kann gemexBen werden dnnili die Verstellung der 
Schraube D. Ist nun 0„ doi Gewicht dee Körpers, z, B. der Schubstange eines 
Kurbelgetriebes, dessen StoSbeaospruchung gemessen werden soll, so Ist die Stoß- 
kraft im Äugenblick des Aofechlagens 

Man erhält so ein eiofaches Meßgerät") dafllr. 

Auf einem ähnlichen Grundgedanlten beruht ein Be- 
sohleunigungsmeaeeT fär Förderkörbe u. dgl. "). 

Beispiel 6&> Anzugeben ist die vorteilhafteste Anzahl 
Umdrehui^n in der Hinute des in Beispiel 47 nDt«r- 
Fig. 108. suchten Anttiebee einer Förderrinne, sowie der Vorschub 

des Fördergutes (Kohlen) bei den Kdgui^en (Fig. 109) 
tg)' = +0,20 +0,15 +0,10 +0,06 -0,05 -0.10 -0,16 -0,20 
Förderung nach aufwärts Förderung nach abwärts. 

Beim Vorwärtegang der ßinne ist die das darin liegende Fördergut bewegende 
Kraft bestimmt aus der Beziehung (Fig. 109) 

^ = G-(-8in^ + ,<,-cosr). 

iS fache Sicherheit gegen eine uner- 

■ " ■ { des Gutes zur Rinne 

leunjgung der Rinne 




wünschte Relativbewegung des Gutes 
besteht, d^ die Bescmeunif 



Hierin ist für Kohlen auf Eisen''°) einzusetzen fi^oj 0,5, und gewöhnlich wird 
gewählt^^*) S = 1,15. Damit ergibt sich der höchstzulässige Betrag 

Pi = 2,51 2,95 3,39 3,83 4,26 4,68 5,09 6.48 6,85 m/sk'. 

Der größte Wert der nach vom gerichteten Beschleimigung ist nach Beispiel 48 
hei « = 60 Umdrehungen in der Minute pi = 3,314 m/sk'. Da nun beim Schub- 
knrbelgetriehe die Beaohleunigung dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit w 
bzw. der Umdrehungszahl n entspricht, ho wird die größte sulässige Umdrehungs- 
zahl der Antriebswelle in der Minute 



■^r 



50,6 64,5 68,0 71,2 74,5 77,0 79,6. 

n gegenüber der Rinne weit«r nach vom, sobald 

Pt = 9 ■ ooay • (+ tgY + ^o) 
erreicht, also bei 

)),= -6,74 -6,30 -5,85 -5,38 -4,90-4,41 -3,91 -3,39-2,88 m/sk». 

Diese Werte sind wieder im Verhältnis ( } umzurechnen, damit die Fig. 79 
dafür paßt, auf ^ "' 

pj = -8,93 -7,11 -6.74-4,66 -3,82-3,13-2,54-2,05-1,64 m/sk». 



Digitized^yGOOgle 



ae, Kraft, Beiobleuniguug. 



Han entnimmt dann der Fig. 70 den 
dem das Butechen b^innt. 



tgehörigen Betrag des Binnenhubee, bei 

■"i = _ 0,966 0,898 0,872 0,828 0,786 0,760 0,738 0,714. 

Bei der Aufwärtsneigung 1:5 bleibt das Gut bereits liegen. 

Mit Rücksicht auf den großen Trägheitswiderstand der Rinne imd des darin 
liegenden Fördergut«« wird der Hub nicht größer ala « = 0,20 m genommen. 
Damit erhält man 

Xi = — 0,191 0,180 0,174 0,166 0,157 0,152 0,148 0,143 m. 
Die Fig.'79 liefert femer die zugehörige Oeschwindigkeit der Binne und des 
Fördergutes 

ej = — 0,362 0,528 0,608 0,653 0,693 0,713 0,731 0,739 m/sk, 

die im Verhältnis ^ umzurechnen igt auf die tatsächliche 

c, = — 0,314 0,515 0,614 0,702 0,786 0,885 0,938 0,980 m/ak. 
Diese Geschwindigkeit, mit der das Gut anföngt zu rutschen, wird auf seinem 




Tragt man jetzt die Geechwindigkeit e' in Abhängigkeit vom Winkel a in 
Fig. 110 auf, so ist von dem oben testgelegten Wert c; aus die gleichförmige Ge- 
Bchwindigkeitaab nähme durch die Verzögerung p^ als um den Winkel d nach 

unten geneigte Orade anzutragen, gemäß tgi = p'„ worin wie oben pl^=p^- I — I 
zu setzen ist: 

pi = 6,10 3,56 2,87 2,12 1,62 1,04 0,63 0,294 m/sk*. 
Man hat also auf der Wagerechten durch cf die Bogenlänge 1 abzuirren 
und vom Endpunkt senkrecht herunter die Strecke p^. So ergeben sieh die 
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gezeichneten schrägen Geraden für die Butachgeecihvindigkeit des FÖrdei^teB. 
Eb erreicht die Gieachwindi^eit der Rinne wieder bei 

cj = —0,764 -0,703 -0,534 -0,3^ -0,151 +0,070 -f-0,352 +0,741 m/ak, 

d. h. es wird aul3er bei der steileren Äbw&rteförderung auf dem unterhalb der 
Achse liegenden Teil der c,-Linien von der zurückgehenden Rinne ein Stück 
mitgenommen. 

Trägt man diese Werte cj wieder in den linken Teil der Fig. 76 znrflck, «o ent- 
nimmt man ihr die zugehörige Beschleunigung 

p; = - 0,71 2.48 3,31 2,76 1,89 1,58 2,79 1,736 m/sk'. 

I ergibt sich die tatsächliche Beschleunigung an 

Pi = - 6,75 2,63 3,83 3.64 2,67 2,43 4,50 3,10 m/ak*. 
Das Qut kommt sogleich zur Buhe, wenn 

ist mit der Beibungsziffer der relativen Buhe, was nur bei den letzten beiden 

Neigungen nach unten nicht erfüllt ist, sodafi es in den Fällen weiter rutscht. 

Der Vorschub dw Gutes auf der Gleitetrecke, der allein für die Förderung 

in Präge kommt, entspricht der Belativgeschwindigkeit iwiachen Rinne und Gut: 

X = /(c. - c,) . dt = /(c, - c,) ■ ^ = 1 -/{c, - c,) ■ d« . 

Die Stunme wird leicht durch Berechnen der zwischen den e^-Gerades und Axt 
«{■Kurve gel^enen Flächenstücke in Fig. 110 erhalten: 

f = 302 693 1279 1954 2806 3856 5253 7068 mm*. 
Sie ist zur Berücksichtigung der tatsächlichen Umdrehungszahlen mit -^ zu 

multiplizieren, wird jedoch dmrch to = 2ji ■ -^^ dividiert, so daß beide -^ si<^ 
aufheben. ^ °" 

Bei den Maßstäben 110.5 mm = 2 ;i für die a und l mm = 0,0251 m/sk für 
die c (Beispiel 48) sind die Werte also zu multipUzieren mit 
! 0,0251 ■2-;._ 0,2271 ^ 

"2^ 110,5 ~ " 1000 " '"/™'° 

nnd es wird so 

a: = 0,069 0,157 0,291 0.444 0,638 0,898 1,193 1,603 m. 

Vernachlässigt man die geringe Weiter bewegung des Gutes in den letzten beiden 
Fällen, die durch Verfeinerung der Umdrehungszahl aufgehoben werden kann, 
so ist der Gesamtweg des Fördergutes in einer Minute das nfache hiervon: 

w ■ « = 4,02 9,52 18,77 30,19 46.43 66,88 91,8 127,5 m. 

Beispiel 70. Anzugeben ist die Anfahrbeschleunigung eines Schnellzuges, 
bestehend aus 11 Durchgangswagen von je 44 t bzw. 13 Abteilwagen von je 37 t, 
also vom Höchstgewicht") Goc-o480t, der von einer vierzylindrigen 2C-Heiß- 
darapflokomotive gezogen wird, deren 2 Laufachsen mit dem Tender die Be- 
lastung Ol = 92 t liefern, während die 3 Kuppelaohsen die Belastung O, = 61 1 
haben. 
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Der Widerstand der Wagen und der Lokomotivlaufachsen beträgt nach Bd. II, 
S. 109 auf ebener Stracke bei V km/at Geschwindigkeit und mittelstarkem Seit«n- 

H', + W, = 2,5 ■ {Ö, + 0,) + 1 . (-^ö^)' = 1430 + 0,00025 ■ {F + 12)* kg. 



IT, = 7.3 ■ ö, + 0,6 ■ J ■ (-^-^-j = 383 + 0,06 ■ ( 7 + 12)» kg. 

Die gröQte Zugkraft der LokomotiTe wird mit fi = 0,165 bei v = 2 m/sk 
Geschwi^ügkeit (Bd. II S. 29) berechnet zu 

p = ^-Q = 0,167 ■ 51 ■ 1000 = 8502 kg. 

Nun gilt nach Fonnel (72) 

P-(Wt+Wi + W^) = (Oo + 0, + ö.) • '' , 

also mit den berechneten Zahlenwerten 



9.81 
^ 623000 


■ [8520 - 


- 1813 - 


0,06025- 


(V + 12)'] 


= 0,1066 - 


0,948 -(FH- 12) 
1000000 


- m/sk*. 




]|£an erh&lt hieraus 











F= 9 18 27 29 kg/st 

p = 0,1055 0,1052 0,1047 0.1042 0,1041 m/ak*. 

Die Beschleunigung ändert sich anfänglich nur wenig, so daß praktisch mit dem 

Mittelwert p = 0,105 cvj .j--=- m/sk' bei dem Bchweraten zulässigen Zug auf 

wagereohter Strecke gerechnet »erden kann. 

Bei F = 29 km/at ist nach Beispiel 97 die Grenze der Keaselleistnng erreicht 

und die Zugkraft geht jetzt stark zurück. Die Zusammenstellung setzt sich 

weiter fort: 

V = 30 36 45 54 63 72 80 89 98 km/st 

P = 8370 7440 Ö360 5750 5190 4730 4370 4010 3700 kg 
p = 0,1015 0,0804 0,0685 0,0579 0,0479 0,0392 0,0323 0.0249 0,0182 m/sk'. 

Für die Fahrt auf der Strecke und dem gröfieren Teil des Anfahren» reicht 
«ine Kuppelachse weniger aus, da sie infolge der gerii^eren Leistung des Kessels 
doch nicht ausgenutzt wird. Lokomotiven, die beim ersten Anfahren mit ver- 
stärkt«r Belastung der Kuppelaxihsea arbeiten, sind mehrfach gebaut worden"). 

Beispiel 71. Baa Rollenspurlager nach Fig. 111 hat die Abmessungen 

Ä« = 58,0 , Äj = 52,0 , Äj = 45,6 , Ä, = 39,4 cm. 
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die Regelnmlaufzahl in der Minote ist n = 2fi0. Anzugeben ist die Druckkraft, 
die die Kugeln vom DunsbineMer <^ auf den FUbrungenng ausüben. 
Das Gewicht einer Rolle ist 

a = ~-d*-l-y = ^-- 1,016* ■ 0.66 ■ 7,86 = 3,57 kg, 

die Winkelgeschwindigkeit dea Lagen ist 

das Gewicht der Kugel ist 

Oi = ~dly = ~- 0,381" • 7,86 = 0,23 kg. 
Damit wird die Schwunghaft nach Formel (73> 

(".-4)1 




■ [o-(Ä 



-Ä,)H 



1 ist die Schleuder- 



9,81 

Beispiel T2. Zu berechnen ist die Beanspruahimg des FuBes der Bronze- 
schaufel einer Dampfturbine gemäß Beispiel 55, wenn das Einheit^ewicht 
)• = 8,8 kg/dm' und ihre Länge I = 18 cm betiigt. 

Ist der Querschnitt der prismatiBchen Schaufel Fci 
kraft nach Formel (73) 

1000 -g '^' 
worin o kg/cm* die Zugbeanspruchung wigibt. 
Es wbrd ao 

^ l-ypr ^ 18 -8,8 -26 7 51,8 
" ~ 1000 ■ g ~ 1000 ■ 9.81 
Wird der FuB, wie bei manchen Ausführungen, durch schwalbenschwanzförmige 
Einkerbungen uro f geschwächt, so steigt £e Beanspruchung dort auf 
«1 = ? ■ o = 648 kg/cm^ 
Beispiel 78. Durch sogenanntes statisches Äuswägen einer Welle mit auf- 
gesetzten Bädern auf wagerechten Stahllinealen lassen sich kleinere Verlagerungen 
des Geeamtschwerpunktea aus der WeUenachse, als der Hebelarm des Rollwider- 
standes f = 0,05 mm beträgt, nicht nachweisen. Anzugeben ist bei einem Gesamt- 
gewicht Ton fl = 2200 kg und n = 3000 Umdrehungen in der Minute die ent- 
st«hende Schwungkraft. 
Es ist nach Formel (74) 



= 432 kg/cn 



■ Ti^. 0,00006- 



= 536 kg, 



also fast i des Gewichtes. Die Belastung der Welle schwankt also im Betriebe 
in jeder Sekunde 50 mal zwischen 2736 und 1664 kg. wenn die Auswucbtung 
nicht weiter getrieben wird. 

Zu dem Zweck läßt man die Welle in Lagern laufen, die auf Kugeln seitlich 
frei beweglich sind und deren Bewegungen nur durch Federn gedämpft werden. 
EmpfindUche Zeigereinrichtungen lasseti jeden Ausschlag nach den Seiten er- 
kennen und geben an, wo Ausgleicharbeitcn notig sind (vgl. Beispiel 155). Man 
kann so den Fehler der Schwerpunktslage bis a^ j^ mm verringern. 
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Unter sonst gleichen Verhältnisseu ist dann 

Z-. 636 -.ä« 10,7 kg. 
Sie dadumh hervorgerufenen Schwingungen genügen, am die Umlaufzahl durch 
mitschwingende Federn von bek&nnter Sohwingungszahl messen zu laseen, die 
einfach atu das Gehäuse der Maschine gesetzt werden (Frahms GesohwindigkeitS' 
messer). 

Beispiel 74. Anzugeben ist die Spannkraft, die in einem Treibriemen von 
der Breit« b und der Stärke s entsteht, der mit der Geschwindigkeit t> umläuft. 

Änf jedes Teilchen, das sich auf der Riemenscheibe vom Halbmesser r befindet 
<Pig. 112), wirkt beim Laufen die Schleuderkraft gemäß Formel (73). Da« Ge- 
wicht des Teilchens beträgt 

Q = r-dxbs-Y, 
wenn y das Einheitegewicht dee Riemenmaterials angibt. 

Es ist") i.JW. für 

lohgares Treibriemenleder y = 0,95 — 0,90 kg/dm", 

eiooenlohe gegerbtes Treibrieinenleder " "' 

modern „ „ .... 

„hydrodynamisch" gegerbtes Treibriemenleder , 

chromgegerbtea Treibriemenleder 

KamelhMrtreibriemen je nach Güte 0,95— 

<Fewebte Baumwolltreibriemen geölt . . . - 

Balata-( Baum wollt uch-)Riemen 

Stahlbänder 

Aufgenommen wird die Sohleuderkraft nur durch die Spannkräfte i9, und 
das Kräftedreieck Uefert 

i-Z = S-9in(i-d«), 
Z = 3da. 

Durch Gleichsetzen mit Formel (73) erhält 



0,9ß 






1,04 






0,90 






im 






- 1,0.1 - 


-1,16 




1.1 »7 - 


-1,16 




0,»1 - 


-0,93 




7,86 








also die gesuchte Spannkraft 



oder die auf 1 cm* des Querechnitt^s entfallende 
Spannung 

Fig. 112. 
worin alle Längen in cm einzusetzen sind. 

Diese Spannung tritt an jeder Stelle auf der Biemenscheibe auf, also auch 
dort, wo der Biemen die Scheibe verläBt. Die eine der Sparmkräfte 8 fällt dort 
in die Richtung des geraden Riementrumes, so dali sie sich von dort bis zur anderen 
Scheibe fortpflanzt. Der Riemen wild demnach überall mit der berechneten 
Kraft beansprucht, die zu den sonst wirkenden hinzutritt. 

Fttr eiohenlohe-g^erbtes Treibriemenleder erhält man mit y = 0,95 kg/dm^ 
bcä V = 6 m/sk 

^) Stephan, Die Treibriemen und Riementriebe, 1920. 
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mteprecbend fttr 
0=5 10 

o, = 0,24 0,97 



6,05 



30 35 m/sk 

8,72 11,87 kg/cm» 



Beispiel 75. Zu beetimmen ist die günetigste Umdrehungszahl n in der Minute 
fUr eine Kugelmühle vom Querschnitt nach Fig. 113 mit dem InnendurchmeBser 
D = 100 om und dem KugeldurchmesBer d = 6 cm"). 

Die Kugeln und das Mahlgut werden von der umlaufenden Trommel mit- 
genommen bis zur Stelle A , wo die Schwungkraft Z von der in die Richtung des 
Halbmessers fallenden Seitenki^t des Gewicnt«s Q • sin a aufgehoben wird. Man 
erhält sofort durch Gleichsetzen mit Fonnel (73) 



und die dort erhaltene Wurfgeechndndigkeit u = r, - o>. 

Bei dem Wurf gilt nun für den Weg in wagerechter Richtung nach Fig. 113 



Weg in loti-echter Richtung 

-p-Bina -i + !■?■(' =r, -sina + r 

1 aus der ersten Gleichung t aus und setzt es ii 
, so folgt mit den vorheretehenden Werten 1 




Fig. 113. 
'») PiBoher, Z. d. V. d. I. 1904. 



nderFig.llSnoch 
r, = i(fl-3Ä). 



Mau entnimmt ni 
r,_J.(D-d), 

Für die Schonung der Trommel ist es 
natürlich vorteilhaft, daß die fallende 
Kugel bei B noch auf eine dort liegende 
Kugel mit dem Mahlgut anftrifft, was 
erf ^uTingsgemäß ") für (? o^ 40° ge- 
schieht. 

Die vorstehende Gleichung, in die 
diese Zahlenwertc einzusetzen sind, 
wird am besten durch Probieren gelöst, 
indem man sie abkürzungsweiee schreibt 
{l-|-y)» = (2-r,l'.a=-(l+i-y) 
-|-2r,-coB^.^, 
worin gut 



■9,81 



= 0.00112-1 
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Man w&hlt jetzt n = 32 und 35 




und erhält bo x= 1.147 „ 1,372 . 




Vl-(r,-^)»= 0,842 „ 0,764, 
y= 0,667 „ 0,7345. 








2.78 = 0,884 ■ 1.316 • 1,333 + 0,628 ■ 1,147 = 2,273, um 0,507 ^ 
bzw. 3.00 = 0,884 • 1.882 ■ 1,367 + 0,628 ■ 1,372 = 3,136, um 0,136 m 


Uein, 
groß. 


Wenn man annimmt, daß bei dem geringen Unterachied der n die 
etwa geradlinig erfolgt, so ei^bt sich 


Änderung 


„ 30 1 g. 0.50' ,-311 




" ^^ + ^ 0,507 + 0,136^^*'*- 
Hiermit wird 





D-d /;i-n\' 0,948 /:i-34,4\> ^ ^^, 

also a, = 40° 40'. 

Fiir die zweite Lage der Kugeln, die mit Rttckaicht auf das dazwiBohenliegende 
Mahlgut im Mittenabetande | d von der Trommelwand angenommen werden 
kann, erhält man jetit den ADWurfwinkel «, aua 

D-3d U-ny 0,820 ( ^ ■ 34.4 \' , 

Für die dritte Lage wird ebenso a 



■9,81 



Wenn im Ruhezustand das Rohr der Kugelmühle bu 9) = 0.4 -f- 0,45 des 
ganzen Querechnittea mit Kugeln und Mahlgut gefüllt ist, steigen im Beto'ieb 
nnr 3 Kugellagen an der Wand in die Höhe. Bei Füllung bis ^ = 0,50 sind es- 
4 Lagen"), Es ist femer y?,^21i°, /Jj c^ 14°. 

Beispiel 7ft. Die Neigung der Fahrbahn in schnell durchfahrenen Krüm- 
mungen ist EU begründen und ihr günstigster Wert: anzugeben. 

Auf den mit der Geschwindigkeit V km/st durch die in wagerechter Ebene 
li^^de Krümmung vom Halbmeaser r fahrenden Wagen vom Gewicht Q und 
dem Badabstand a wirken die in Fig. 114 eingetragenen Kräfte. Es sind in lot- 
rechter Richtung das Gewicht Q und die Rad- 
drilcke S N ~6, in wt^rechter Richtung nach 
außen die Schleuderkraft 



__0 iV_\* }^_o 
~ 9,81 ' Ip/ ' 7 ~ r27 ' 




und nach innen die Reibungskraft R = /i-O. 

Der Wagen beginnt zu rutschen, sobald die 
beiden letzten einander gleich werden: 

-y = 127 ■ ^ . (76) 

Die inneren Bäder werden entlastet, sobald die Drehmomente 1 
Iwzug auf die Äußeren Bäder einander gleich werden: 
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K» 



= 63,6 



Unter gewöhnlichen Verhältnieaen ist die entere Bedingung ^usBohlaggebend. 
Auch bei Peraonenkraftwagen, wo die Hinterräder sieb frei gegeneinander 
bewegen können, gleiten die R&der in einer Kurve immer etwas, blondere die 
auf der Achse festen Vorderräder, die in der Kurve eine geringe Seitonbewegung 
machen müssen. Infolgedessen ist nach Bd. II, S. 50 die Reibungsziffer in Rioh* 
timg des KrümmungehalbmeeserB ziemlich klein. Sie kann bei Verwendung von 
Gleitschutzreifen höchstens zu ^ = 0,30 angesetzt werden. In etner-Kurve vom 
Halbmesser r = 100 m ist dann die Grenzgeechwindigkeit nach Formel (75) 



V = yiÖO '■ 127 ■ 0,30 V^ 62 km/st. 




= 0,15 unter gleichen 



r' = V'iOO ■ 127 ■ 0.15 c^ 43 km/st 

Ist die Fahrbahn um den Winkel a 
gegen die Wagereohte genei^ (Fig- 115). 
so bleibt die durch den äuttelpunkt 
der KrÜnunung gehende lotrechte Dreh- 
achse unverändert. Die nur schrägen 
Fahrbahn parallelen Kräfte müssen an 
derButachgrenz ■ " ■■ 



tg« = 



^t- 



Soll eine Kurve von r = 60 m Halbmesser 
mit der Geschwindigkeit Fj = 100 km/st ge- 
rade noch mit Sicherheit befahren werden 
können, so muQ die Straße geneigt sein um 



- 127 ■ : 



= 0,726 , 



100' - 127 ■ 0,30 ■ 60 
' 100" ■ 0,30"T'l"27~6O" ' 

L amerikanische Kraftwagen- 



■dem der Neigungswinkel a = 33° entipricht, < 
Rennbahnen in den Kurven aufweisen. 

Wird die Kurve auch von langsam fahrenden Wagen durchfahren, so darf 
-die Neigung nie so groß werden, daß sie etwa nach innen abrutschen. Die Grenz- 
bedingung dafür lautet tga =/i. Dem entspricht für /i =0,30 der Neigungs- 
winkel a;^ 16° 40'. 

Dieser Fall liegt auch bei den Kurven der Eisenbahnen vor. Man berechnet 
deshalb dort die größte zulassige Schienenüberhöhung (Fig. 116) zu'*) 

Ämax = -^^'^ , (78) 
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mang zulilsaige Fahitgew^windig- 



r = 1300120011001000900 800 700 600 600 400 300 250 200 180 m 

Vm8i= 120 115 HO 105 100 95 90 86 80 75 65 60 50 45 km/at 

Amai= 46 48 50 S3 56 S9 64 71 SO 94 108 120 125 125 mm 

F. = 71,2 69,9 68,3 67,0 65,3 63,2 61,6 60,1 58,2 66,4 52,4 60,4 51.1 43,7 km/st 

Bei Eiaeiibahiifahrzeiigen mit lest ftof der Äohae sitzenden Rädern findet bei 
schneller Fahrt in der Kurve schon ein ziemLch bedeutendes Gleiten in der Fahrt- 
richtung statt, so daQ man bei der an sich schon 
geringen ReibungsKÜier /i = 0,165 auf trockenen 
Schienen in Formel (77) ;i cv> einzusetzen hat . 
(besonders im Fall feuchter Schienen). Dann wird * 



tga = 



yt 



(79) 



oder umcekebrt die der Überhöhung haiAx ent 
sprechende Fahrtgeschwindi^eit 



"-V 
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die in der letzten Zeile der Zustunmeostellung 
angegeben ist. Bei den höchsten Geschwindig- 
keit«^ entspricht dem Unterschied Fmix — V^ 
der Wert tg m ;v< 0,02 , der noch als ruhiger Gong 
emj^nnden wird. Dagegen wird schon tg « :^ 0,94 
als unangenehm empfunden"). 

Beispiel 77. Anzugeben ist die Belastung, 
die der Schubstangenzapfen eines geschränkten 
Knrbeltriebe« nach Fig. 117 erfährt, wenn sich 
die Kurbel vom Halbmesser r in der Minute n 
mal gleichförmig herumdreht. 

Auf den Zapfen A wirken bei einem Motor 
in Richtung der Bewegung die Überdruckkraft 

des Gases i*o = + x " ^' ■ 3i, "»"i die Seiten- 
kraft des Gewichtes O. der bin und her gehenden 
Teile + O^ • may, senkrecht dazu die Seitenkraft 
+ ff( ■ COB]', und Hohließlich entgegengesetzt zir 

keitskraft P^^-Gf -*- bzw. 




BewegungEriohtung die Träg- 
Anwendung der Formel (39) 



Man kann r.nn übeiEohlägig ansetzen 



G, = 4 . i>' . 



und zwar ist für Dampfm 



") Peters 

•') Radin 

I. Aufl. 189S 



n, Z. d.V. d. L 1902, 

IT, Über Dampfmaschinen t 



großer Kolbei^^eechwindigkeit, 



Uechantk. III. 



Digitized^yGOOgle 



9 = 0^ kg/cn 
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liegende, ohne Kondensation bis « = 0,7 m Hub: 

.. .. » mit « > 0,7 m 

„ mit Kondensator hinter dem Zylind 
Lokomotiven ohne Kuppelstangen: 

stehende ScbiSsmascbinen, Hochdruck^linder: 

Mittel 

Nieder 

für G«am»schinen mit Verpuffnng**) 

einfach wirkend a < l,S ■ D: 

a> 1,5 -D: 

mit Krenzkopf (a r^- 1 
„ für Kraftwagen: 

„ „ in Reihenanordnuns: q = u,öu -f- ü,' 

doppelt „ einzylindrig ohne hintere Fübrungsbabn: 

q = 0,50 -^ 0,( 
„ ., einzylindrig mit hinterer Fühi^ngsbahn: 

3 = 0,60 -^ 0,: 

„ „ in Beibenanordnung: q = 0,75 -^ 0,1 

„ ,. „ „ mit Oebl&aezylinder: q c^ 1,( 

Bei Dieselmotoren erhöht sich q i. M. um 0,05 kg/cm*. 

Man erhält hiermit die Gesamtkrait in Richtung der Bew^ioug 

P, .2-i)'-[«. + S-™r-3-™'-(-<».+^±-^-o<»2«)] 

hierzu kommt noch die kleine dazu senkrechte Seitenkrait 





? = 0,40 


leV 


9 = 0,33 




? = 0,33 


9 


= 0,45 ■ s -:- 0,55 




9 = 0,45 




5 = 0.20 


= 


3 = 0,12 




j = 0,25 ^ 




9 = 0,30 -;- 


1,6 


D): q = 0,40^ 




q = 0,m-h 



vor der Totlage eintritt, so ist der kleinste zulässige Betrag des Einströmungs- 
dampfdruckes im Hochdmckzylindei einer Verband- Dam^maschine mit dem 
Gegendruck q' = 2,5 at gegeben durch 



worin die oberan Vorzeichen für die Deckelseite, die unteren für die Kurbelseite 
des Kolbens gelten. Denn bei Dampfmaschinen ist stets a = 0. Bei liegender 



= 0,20. Rechnet man r 



= 6,50, 



Anordnung ist femer y = und fast immer y — -z 
mit n = 125 , B = 2 ■ r = 0,76 m. so wird 
r^<a'_ 0,75 /j 
g" ~2-B.8l' r 
also mit q = 0,40 ■ a 

9j = 2,5 + 0,40 ■ 0,75 . 6,50 ■ 1,20 = 4,7 at. 
Für den Niederdruckiylinder ergibt sich entsprechend mit q' = 0,15 at 
g, = 0.15 + 0,30 ■ 0,75 . 6,50 ■ 1,20 = 1.8 at 
Die Forderung ist demnach bei den gebräuchlichen Dampfmaschinen gewöhnhch 
erfüllt, wenn man auch beim Niederdruckzylinder oft an die Grenze kommt: Bei 
einer stehenden Uampfmaschine, wo sin }> = 1 ist, wird unter sonst gleichen Ver- 
hältnissen, allerdings mit -j = j-= 

q, = 0.15 + 0,20 ■ 0,75 ■ (6,50 - 1,222 - IJ -^j 1,2 at. 

•ä) Güldner. Z. d. V. d. I. 1901. 
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Dag^a kann es im Hochdraekzylinder oder bei kleiner Füllung vorkommen, 
daß die Maasendnicklinie die Dampfdruckkurve in der Mitte des Hubes Bchneidet, 
wie die Fig. 118 t)ei I) für die Deckelaeite und bei K für die Kurbelaeite zeigt*'). 
Bei gleicher Füllung auf beiden Seiten ist die Gefahr de« Stoßes in der Hubmitto 
am größten auf der Kurbelseite. Die geringste zulässige Füllung gibt diejenige 
AusdehnungsUnie des Dampfes, die mit der MaaBendrucklinie diesdbe Tangente 




^ 




» 


r^ 


v/ , 1, 


" 


A 


/ Kg. 119. 





hat. Nun wird der Tangentenabschnitt der gleichseitigen Hyperbel, die man als 
Dampfausdehnungslinie zeictmet, zwischen der Nullaehse des Dampfes und der 
des schädlichen Zylinderraumes im Berührungspunkt halbiert (Fig. 119). Man 
hat also an die Massendrucklinie nur eine Tangente zu ziehen, die dieser Bedingung 
genügt, was mit Hilfe eines angehaltenen Maßstabes aotart zu machen ist, Be- 
uebige andere Punkt« der Ausdehnuugslinie, z. B. den am Hubende, ergibt die 
Tatsache, daß für jede Sehne der gleichseitigen Hyperbel DG = EF gilt. Man 
erhält so leicht auf zeichnerischem Wege die folgende Zusammenstellung*') für 



die Endspannung 7" c 



■ Einzylindermaschine bei -.- = — und «0 = 0,04 



q' = 0,2 at: 0,21 0,29 0,37 0,44 0,5S 



q' = 0,2 at: 0,76 0,84 0,92 1,00 1,07 1,15 1,23 
q' ^ 1,1 at: 1,06 1,14 1,22 1,29 1,36 1,44 1,52 



das SchubstangenTerhältnis -7 = -r > das (üewicht der hin und her gehenden Teile 

q = 0,05 kg/cm*; den Gasdruck wShrend des Treibhubes stellt die Kurve a der 
Fig. 120 dar, den während des Preßhubes die Kurve 6. Anzugeben ist der Verlauf 
der vom Kolben auf die Zylinderwandungen ausgeübten Druckkraft. 
Man erhält gemäß Formel (83) 



= 0,05 ■ 90,6 = 4,53 at. 



Digitized^yGOOgle 



Die Gnmdlehren der Dynanük- 



e der Fig. 120 für 



4,53 (1 ± i) = 5,67 bzw. 3,40 at. 

Die Summierung der Höhen der Kurven a und c liefert den Verlauf d des 
Kolbendruckes beim Treibhub und entsprechend die Summienuig der Höhen der 
Kurven b und e den Kolbendruck e beim Preßhub. Die Beschleunigunga- und 
Verzi^rungskräfte der bewegten Glewicht« vergleichmäQigen die I^uckkurren 
gEUDZ bedeutend. 

Die auf die Wcuidung entfallende Druckkraft N beträgt nun nach Ed. I, S. 35, 
wenn P die Kolbenkroft angibt, 

N=P-tgß=P-^- sin« . |l + i - (-^ . Bin»)'] . (84) 

nl Zur Aufzeichnung trägt man Über 

dem Hub einen Halbkreis auf 
{Fig. 120), lieht aus dem um J • J- r 
aus der Mittellage verschobenen Pol 
nach den Schnittpunkten der ein- 
zelnen Diagrammböhen mit diesem 
Halbkreis und trägt darauf die 
Höhen der Kurven d und t ab. Das 
zweite Glied dee Klammerausdruckea 
in Formel (S4) kamt als bedeutungs- 
los unbeacht«t bleiben. Es ent- 
stehen so die Kurven / und g der 
Fig. 119 als Folardiagramme der 
Kolbenkräfte, und zwar der Über- 




Fig. 121. 



drucke über die ÄuQenatmosphäre. 
Die Senkrechten zwischen diesen 
Kurvenzügen und der KuUaciise 
werden in Fig. 121 in den Kolben- 
stellungen aufgetragen, die zu den 
betreffenden Strahlen gehören. Kach 
Formel(64) ergeben sich so die Wan- 
dungsdrücke für 1 cm' Kolbenfläche 

in — =4facherVe^öBerung,deren 

mittlere Größe nach der Trapezregel 
(Bd. I, 8. 5) gefunden wird. 

Die mittlere Druckkraft wird 
hiemaeh 
beim Treibbub: 

iV, = 1,88 ■ ~ 15' = 317 1^, 
beim Preßhub: 

Jf, = 0,29 ■ -. ■ 15^ = 49 kg. 



Neuerdings wird vielfach für derartige Maschinen der geschränkte Kurbeltrieb 

gewählt, z. B. — = — . Bei unveränderten Kurven a und 6 wird die Kurve e 

durch Zufügung des Gliedes — ' -. ' sinn {Formel 36) ein wenig gewölbter, und 

es. ergeben sich durch Summierung der zusammengehörigen Höhen die Kurven d 
' und e der Fig. 122. 
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zn schlagen, und die Polstrahlen tangieren diesen Kreis. Die zugehörigen Höhen 
der Karvea d nnd werden anf ihnen vom Schnittpunkt des betreffenden Strahles 
mit der Nollochse abgetragen. 
' Nun gilt hier, wie leicht der Fig. 53 zu entnehmen ist, 



N = P-tsß = 



die weif«ien Glieder siiid praktisch 
bedeutungslos. Man trigt also die 
Höhen zwischen der NuUachse nnd 
den Kurven / und g in Fig. 123 senk- 
recht zu den zugehörigen Kolfaen- 
Btellungen von der Achse 0' aus 
ab und verlegt dann die Achse um 

den Betrag — nach der Seite der 

Kurve des Treibhubes. Mit Hilfe 
der Trapezregel ergeben sich die 
eingeachriebenen mittleren Wan- 
dungsdrüoke und es wird 
beim Treibhub: 

N, = 0,78 ■ ^ ■ 15' = 138 kg, 

beim PieOhub: 



ÄTj = 1,17 ■ 



- 15« = 207 t 




Da der Verschleiß auf beiden 
Seiten des Kolbens diesen Werten 
entspricht, ho wirkt die Scbränkung 
dahin, daß sich die Zylinder weniger 
leicht unrund abnutzen**). Gleiche 
Abnutzung auf beiden Seiten ergibt 



etwa die Schr&nkung - 



oO,20. 



- 


^^ 










t 








1 




]«.«" 










-HL. 


~- — ^zvi_ 







Beispiel TD. Die auf die Haupt- 
welle des K-urbeltriebea kommende 
Kraft bei der Anordnung nach ^^- 123. 

Flg. 117 ist anzugeben. 

Wird das Gewicht der Schubstange so auf den hin und her gehenden Kolben 
bzw. sich drehenden Kurbelzapfen verteilt, wie es bei freier wagerechter Auf- 
lagenmg in den Lagermittelpunkten darauf wirkt (Beispiel 131), so ergibt sich, 
wenn r, den Halbmesser bis zum Schwerpunkt der Ku rbel bedeutet, in Biohtung 
der Kolbenbewegung 

P' = ±F„ - F» ± ff, ■ sin? - P, . cos« ± Ö, ■ sin;. + Pj ■ cqb(» -h)^Q^- sin;- 
und senkrecht dazu 



P" = 



»;■ ± F, ■ 8in(a _ 3) + <?j ■ cosy ; 



irdtteger, Motorwagen 1910. 
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ferner ist d&a Drehmoment in beiug auf die Achse im Simie der Kurbeldrehung 
if ' = +(Po T Pa + Ca ■ ainj') ■ o - O, • (±r ■ cm« + I • coB/t) 
± e, ■ r, ■ oOB{,Y + «) T Ot ■ r, : «»«(J- + « T J) , 
worin die oberen Vorzeiclien fUr den gezeichneten Vorw&rtagutg und die unteren 
für den Rückwärtsgang gelten. (Bei der doppelt wirkenden Dampfmaschine Itat P, 
im letzteren Fall die entgegengesetzte Richtung. 

Setzt man hierin die in Beispiel 77 stehendea Werte ein, bo folgt, wenn g^ 
den treibenden Dampf- oder Gasdruck und q' den auf der G^nseite wirkenden 
Gegendruck bedeutet 

i^ = -4- ■ ^= ■ I ± 30 T 3' ± Bin)' ■ (9 + 9i + S.) - '^' ■ cos« ■ (5 + g, ■ J 

~g*'7- cos« J-^--""'°'-g-T^ — ■cos2«-9-y|. 
P" = |.i>«. 1+ cos;- -(9 + 9, + 9,) 

T7-.....(,..5-,..?.(=£ja)| 

und mit cos^ -< 1 - -1 - (-J- - ein« T ■")* , 

28in*« = 1 — C082« 

^.=..^..,.[+„_,,«_,.(_^.^,+i_i.^_^.i.(.)-) 
^.«,..(,.(i+--"--.^)-,..^-.-^t^+...;. °°-'^ + '/'> ) 

T.i..-,-f (l + '-f"-j)-.o.2.-.-;-(i + '^"-^)]. (87) 

Han ersieht sofort, dafi die zweckmäßigste Veieiofachung A = , also die Anord- 
nung des Gegengewichtes gegenüber der Kurbel ist. 

Bei stehenden Einz^indermaachlnen, für die y = 90° ist, wird P" = 0, 
wenn nur die sich drehenden Gewichte ausgeglichen werden, d. h. O^ • r^ = O^ • r^ 
gemacht wird. Die wirkenden Kr&fte werden dann unmittelbar ins Fundament 
übertragen durch 

?■ = J . D» - [ ± (9, _ g' + 9 + 9, + 9,) 

--'!"- -9- (cos« + 1 -sin« ±-J -0092«)] . (86a) 

I Kippmoment im Sinne der Masohinendrehung von 



,2.). 
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Dabei sind die Wirkungen der Kräfte, die sich am Kolben- bzw. Kreuzkopf- 
zapien durcb die 2^1egiuig des Dampf- oder Gasdruckes in Richtung der Schub- 
stange und senkrecht zur Gleitbahn ergeben, nicht berückaioht^t, da sie un- 
mittelbar vom Maachinengestell aufgenommen werden. 




dampf Spannung q„, = 10 at Überdruck 
betragt und die mit der Kondeusator- 
spannung q^ = 0,15 at arbeitet, ergeben 

sich mit q = 0,40 ' 7 ■ £•'. 7i = 0.06 
-|-i>«, gj = 0,1 - ^^ ■ i)» bei » = 110 
Umdiebungen in der Minut« die inFig. 124 
aufgetragenen Einzelwerte von ^ : , ' -ö' 
für die obere Seite des Kolbens mit 7v. H. 
Füllung uad die in Fig. 125 veranschau- 
lichten für die Unterseit« mit 10 v. H. 
Füllung. Die stärker ausgezogenen Linien 
stellen die durch Addition der Einzel- 
werte gewonnenen Endwerte dar. Trotz 
der größeren Füllung ist auf der Unter- 
Beite der mittlere Betrag von F* : -.- ■ D' 

noch immer kl^ner als auf der Oberseite. 
In derselben Weise, also ebenfalls in Ab- 
hängigkeit vom Hub ist in Fig- 126 das 
Kippmoment M' -.O^- r für Hin- und 
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Rückgang des' Kolbens aus den Einzelbeträgen zusammengeeetzt. Der nnver- 
änderliche Anteil von P" wird im Gest«!! auHgeglichen biw. addiert sich einfach 
zu den anderen Gewichten der Maschine. Im übrigen sind Schwingungen erster 
Ordnung (abhängig vom Drehwinkel a) von verhältnismäßig großem Ausschlag 
vorbanden, und zwar sowohl bei P' als auch bei M'; dagegen verschwinden die 
Schwingungen zweiter Ordnung {abhängig vom doppelten Drehwinkel, also nur 
die halbe Schwingunoszeit besitzend), £e in den Fig. 124 bis 126 unbezeichnet 
geblieben sind, beinahe gänzUch. 

Bei liegenden Einzylindermaschinen, fUr die ^ =0 ist, kann man 
die ganzen bew^ten Gewichte ausgleichen, ^ao 

maehen. Dann wird mit a = die wagerechte Kraft 

f = I ■ i>» ■ (± (9, - g') ¥ '- ■-"* ■ g - V 0082«) (86b) 




Fig. 127. Fig. 

Das Kippmoment im Sinne der Drehbewegung beträgt 



Für dieselben Zahlenwerte wie vorher, n 






- ergeben sich die Auf- 



a der Fig. 127 und 128 für beide Kolbenseiten. Ein Vergleich der Fig. 127 
bzw. 125 zeigt, daß der vollständige Ausgleich der Schwingungen erster 
Ordnung in der wagerechten Eichtung die Dampfdruckhnie q„ viel deutlicher 





Digitized^yGOOgle 



:, Kraft, BeBChlemtignng. 



106 



hervortreten läßt, also größere Kraftschwankimgen hervorruft. Im Kippmoment 
haben die Schwingungen erat«! Ordnung den doppelten Aueschlag der bei der 
Bt«hendea Maschine von gleichem Hub mid gleicher Umdrehungszahl gefundenen. 
Ein praktisch brauchbarer vollständiger Auegleich auch der Schwingungen zweiter 
Ordnung ist nur durch Zufügung von entgegengesetzt geführten Kurbeltrieben 
mögUcli*'). 

Die voist«hende Rechnung setzt noch voraus, daß sämthcbe Kräfte in der- 
selben Ebene wirfaen, was aber nur bei gekröpften Wellen zutrifft (Fig. 129). Die 
einseitige Anbringung des Gegengewichtes O^ bei der Stimkorbel im Abstände b, 
von der HauptaeLse (Fig. 130) n^rde ein Kippmoment von der Größe G^ • b, auf 
die Welle hervorrufen. Um das zu vermeiden und die erwähnte Ungleichmäßig- 
keit des Antriebes zu verringern, pflegt man die bewegten Gewichte gewöhnlich 
nur teilweise oder auch gar nicht auszugleioheiu 

Beispiel 80. Ein Sägegatlier von der Eahmenweite 80 cm und dem Hnb 
a = BOcm enthält t = 12 Sägen, es macht in der Minute n = 215 Doppelhübe"). 
Die hin und her gehenden Teile wiegen = 450 kg, das Gewicht der beiden 




Kurbelzapfen mit dem zugehörigen Anteil der beiden Schubstangen betrf^ 
O, = 60 kg, an den Kurbeboheiben sitzen Gegengewichte O, = 90 kg im Ab- 
stände r, = 60 cm von der Drehachse, die WeQe wiegt einschließlich Antriebs- 

riemenscheibe Gj = 1000 kg, das SchubstangenveriialtniB ist ,=12' ^^ Schnitt- 
widerstand einer Säge bei der mittleren Schnittgeschwindigkeit v = 3,58 m/sk 
ist Po = "7^0 kg"). Anzugeben ist der Verlauf des Lagerdruckes der Welle. 

In den Formeln (86) ist ji = 90°, S =0, j =0. Damit wird der lotrechte 
Teil der Lag<nilruckkrait ' 

P' = -i ■ P„ + + ö, + G, + Gj ~ Sl^\ . (ö + ö, - G, ■ -'^) ■ cosa 



-G- . 

i 

•>) Yarrow 
") V. Denf; 
•') Fischer 



1892. Eine Ausführung beaobreibt Gerb, Z. d. V. d. I. 

:, D. p. J. 1907. 

Die Holzbearbeituagsmaechinen, 1900. 
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1 beim Bäokgang das erste Glied wegfällt. Der wageiechte Anteil ist 

P" = _ i:^ . (o, - 0( . -1'-) . sin« . 



= 12,95 . 



Nun ist 

r ■ Ol' _ 0.26 
? ~ 9,81 
Hiermit und mit den anderen Zahlenwerten folgt 

P' = - 8640 + 1600 - 4273 ■ oob« - 37,5 ■ cos 2« , 
P" = + 1653 ■ Bin« . 
Aiu beiden folgt die Geaamtdrackkraft 

R = )/P'» + P"» . 
Die folgende Zuaommenatellumr, in der das positive Vorzeichen von S angibt, 
daß die Welle auf der unteren Lagerschale aufliegt, und das n^^tive, daB sie an 
der oberen anliegt, ist in Fig. 131 zeichnerisch aufgetragen. 

«=0 15 30 4660 75 ÖO 

P' = -11360 -11200 -10760 -10090 -9155 -8106 -7000 kg 

P" = + 400 + 775 + 1095 +1345 +1600 +1535 hg 

B = -11350 -11210 -10820 -10 130 -9260 -8250 -7170 kg 



R 


= 


- 2710 


- 2590 


- 2250 - 


- 1800 - 


-1440 +1690 


+2260 kg 


P" 







- 400 


- 775 - 


- 1095 - 


-1345 -1500 


-1535 kg 


P 


= 


- 2710 


- 2560 


- 2120 - 


- 1430 - 


- 515 + 535 


+1640 kg 


« 


= 


360 


345 




316 


300 285 


270 


n 


_ 


105 


120 


136 


160 


165 


180° 


P- 




-6905 


-4886 


-3990 


-3360 


-2945 


-2805 kg 


F" 




+1500 


+1346 


+1096 


+ 775 


+ 400 


kl 


H 


= 


-6090 


-6060 


-4160 


-3450 


-2980 


-2805 kg 



+3120 


+3990 


+4750 


+5335 


+5700 


+5835 kg 


-1600 


-1345 


-1095 


- 775 


- 400 




+2735 


+3765 


+4650 


+5280 


+5695 


+5835 kg 



Wird P" um 90° gedreht und der Endpunkt mit dem von P" verbanden, so ei^bt 
sich R und der Neigungswinkel y der Gesamtdruckkraft gegen die Lotrechte. 
Beispiel 81. Zu unter- 
suchen ist der Gewichtaaus- 
gleich des Kurbelgetriebes von 
Mebrkurbelmaschinen. 

Ea gelten für jeden Zylin- 
der die Bezeichnungen der 
Fig. 132, Die wagerechte Be- 
zugsachse sei die Z-Achse, die 
dazu senkrechte die F-Achse; 
die Kurbel schlieOe in der 
AuQentotlage mit einem be- 
liebig angenommenen Halb- 
messer der Welle den Winkel nj 
ein. Parallel zur WeUe seien 
die Abstände der Schwerpunkte 
der einzelnen Gewichte von 
einer beliebigen, senkrecht zur Welle stehenden Ebene h^.h^-, b, (Fig. 132). In 
den Formeln (86) und (87) haben nur die mit Funktionen des jetzt als Og + oi 
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bezeichneten Kuibelwinkels EinfluG auf die Rechnung, die unveränderlichen 
Glieder können nach den Angaben Ü. 104 hier unterdrückt werden. 

Gemäß Fig. 133 erhält man die in die Richtung der beiden Achsen fallenden 
Kräfte zu 

X = P'-<ioay -f"-sinv, 
r = /" ■ Bin] + P" ■ ooa^ . 
und nach Binaetzen der Werte aus Beispiel 77 
: = SL .D*-t:^*. [-cosK + a)■cos;..(5 + g.■^-g,■'» . '''«-^•±-^^1') 

~sinK + «).(cos..,.^-^sin,.,..A±,i,,.,...^...!!!L(^-t^=*)) 



.B («0 + «) ' 

-8in{«, + «)■ ^ainr-g. j- ±cosy -g,--^ T coaj'-s, ■ -^ rin(S +"«) ' 

Tcos2(*, + a)-sinyg--^]. 

Es sind jetzt die Funktionen der Winkelaumtnen aufzulösen. Wird wieder 
nach Funktionen des veTänderlicben Winkels a geordnet, ao folgt 

^-I'^'^'-y* •[-■""■(+ ™'' ■(+">"•■(' + »■"">")-'"»'"•-''''•■ r' 

+ .in ■., . , . -J ) ± ,„,.. (_ ,:„„, . 5, . -^ + .InK - 1» ■ 8, • -^)) 
-•in»-(+<,o.,-( + co.»..j. " +,[n(.,-*)-,,. -J--.m«,- (5 + 5,. '^ )] , 

T cos 2« -CO. 2=., ■ 00., -j.-^ ±.in2a-.m2«,-oo.vS- j|. 

r _ i . D. . 1:^ . [co,» . (+ .in, • (+ CO.«. . (i + j, ■ -^)- co,(», - ä) ■ 8, . -J- 

+ Bin». ■?-y) ±co87. ^+ Bin«. ■ g, ■ -^'- - sin (o, — fl) ■ 9, ■ y-)) 

- Bin« . (+ ainr ■ (— sin«. ■ (9 + s, • -^-) + sinK - ö) - 9, • -^ + cos«, ■ g ■ " ) 

±CO.,.(+COB«,.,, .^^cos(«,-))-9, ■ J-)) 

T coa2ft - C082«. ■ sin;- - 9 - ^ ± sin2a ■ s;n2o. ■ sin, ■ 9 ■ ^-j . 

Entflpreobend erh£lt man aus Formel (87) für das Drebmoment in b«zug auf die 
Welle mit^=9-(l + ''— ■ -\ 
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jtf = -^-D»T-[Tco8«-(+coe«,-^-cosK + :')-3, ■-^ 
+ cos (»0 + )■ T ^) ■ 92 ■ -^'- 4- Bina„ .q. -^.) 
± sin« ■ (+ Bin«, ■ q - 9in{ao +y)-q,- -^- 
+ sinK + r T fl) ■ 32 ■ -J- - coB «„ ■ g ■ -^) 
-cos2«.cos2«,.(^-Ag).{- + .in2..si.2.„.(g-l,).-j|. 

Femer sind noch die Momente der Z- und Y-Kräft« in bezug auf die Achae, von 
der aus die Abstände b gezählt werden, anfzuschreiben. Sie werden erbalten, 
indem man in den obigen Gleichungen für X vmd ¥ jedes q mit dem zugehörigen 6 
multipliziert. 

Soll nun ein vollkommener Ausgleicb stattfinden, so müssen die über aUe 
vorhandenen Kurbeltriebe genommenen Summen jedes der erhaltenen 5 Aus- 
drücke bei allen Werten von « für sieh ergeben. Das ist nur möglich, wenn 
jede Summe der mit ooa ft , sina, cos 2«, sin 2a multiplizierten Klammeraus- 
drücke allein ergibt. Man kommt so auf die folgenden 20 Gleiohun^en, von 
welchen die ersten 10 den Ausgleicb erster Ordnung betreffen und die weiteren 10 
den Ausgleich zweiter Ordnung. Die Formeln lassen sich bei einigen Vemach- 
läaaigungen sehr viel einfacher sohreiben'"), müssen aber für die wirkliche BC' 
rechnung doch in der angegebenen. Form verwendet werden. 

^|cos^ . (+ cofl«, . {G, + G. ■ ^) - cos{«, -Ö)-Q,--^ + «n«, ■ Ö, • |) (; 

isiny (-8in«o-Gi--' + sin(aj - 3) ■ G, --*) =0. 

^jcos). ■ (+ eosa, -(G, ■ 6, + G, ■ J ■ &,) - «»(»„ - Ä) ■ G, ■ J ■ 6, + ein«, ■ G, ■ | ■ 

± siny ■ (-sina - ö, ■ -' ■ 6, + 9m(a„ - Ä) ■ Gj • -? ■ 6j) 1 = , 

^[sinj^ - (+ cos». ■ {O, + G, ■ -;) - cobK -ä)-Q,- '^ + sin«, ■ 0, ■ y) 

T coa^ ■ (- sina„ -G,--^ + Bin(«„ - Ö) ■ O, ■ -;)] = . 

^[sinj- ■ ( + coB«„ ■ (Gj ■ 6j + O, ■ ^ ■ 6,) - cosfa, _ 5) . O^ ■ ^ ■ 6, + ainoo ■ Öj ■ ° ■ 

q= co8f(-8in«o-G, -^ -b, + sin(«„-Ö)-Gj-^=-6,)] =0, 

^'[«««r ■ (- «in«« ■ {G, + G, . ';) + .inj«« - 3) ■ G, ■ 'j + cos«, ■ G, ■ ?) 

± ainj. ■ (- co8«„ ■ G. ■ ^' + coa(ao - Ä) ■ O, ■ ^^)] = . 

") z. B. Lorenz, Z. d. V. d. T. 1919. 
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6. ^Icosy ■(- sin«o ■ (G, ■ ftj + «i ■ -} ■ 6, + sin(aa - 5) ■ Cj ■-' ■ 6, + cos», ■ Ö, ■ -° 

± sin,. • ( - co3«a ■ 0. ■ ^ ■ 6i + coB(«, - i) ■ Ga ■ ^^= ■ 6,) I = , 

7. ^leiny . (- ainc, ■ (O3 + O, ■ J) + sinK -~S)-G,- -^ + coea« ■ O, ■ *) 

T CO6J. ■ (- coa«„-Ö, ■ J + cosK-^) •0,-'^")| - 0. 

8. ^^fsinip -f- sin «0 ■ (Gj ■ 6b + Gi ■ '"') ■ 6, + sin(a, - ä) ■ G, --^ ■ 6, + coa*„ ■ Gj ■ -° 

T cosr ■ (- coB«, • Gl ■ "' ■ 6, + cob(«o - a) ■ e, ■ '^ ■ &,) j = , 

9. 2'[°™*» '^s + ^''« • ^ • -*- - '^°«<'"» + ?■) ■ <?! ■ > + ■=«("• + !■ T ^) ■ ö. •^*] = ' 
10. ^[sin«, ■ 0, - ooB«, ■ Ö;- * - sinK + }■) ■ »i ■ -^' + sinK + )■ ^ *) ' «s ■ 7] = 

^c<»2«o . cos^ ■ ö, . -'. = . ■ (89) 

^coa2aa ■ oosy ■ Ga ■ ^ ' 63 = 0. 

^, co82aj ■ sin?' ■ G, ■ -- = . 

^coeZa, ■ sinj' ■ Gj ■ j ■ 63 = , 
^ Bm2», • coay ■ Gj - ^ = , 

yam2a(, ■ coBj' ■ Oj ■ -^ ■ 6, = , 

^sin2aB ■ ainj' ■ G, ■ -'- = , 

^ Bin2«)| ■ sinj' ■ Gj ■ -^ • 65 = 0, 

_2'-z-."'.-;-(i+'-f'-v)-o. 
_2'"to2..-o.-;-(i+-,"--y)-o. 

Iq weitaus den meist«n Fällen ist )■ = biw. -^ und -.■ = 0, wodurch sich die 

Formeln sehr vereinfachen. Die dynamische Aufgabe des Ausgleiches bewegter 
Gewicht« ist dadurch auf eine rein statische Gleichgewichtsaufgabe zurückgeführt 
worden. 
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Bei einer Ji^oden Verbund-Dampfmaschine mit zwei nm 1 
der 'versetzten Kurbeln nach Fig. 134 iat j' = 0, »,,_, = 0, 00.1=". a = 0, 
O, steckt im Schwungrad und wird natärlieh nor einmal eingesetzt, femer ist 
(?i. « = öl. i- Damit gehen die 
Gleichimgen (88] und (39), wenn 
noch die Abstände b von der 
Achse des Zylinders A aus ge- 
zählt werden, über in 



damit fallen die Gleichongen (4) 
und (6) weg, da 6^ $ ist, und 
es folgt a = 0. 



0, ■ ''! - coaa ■ Gj ■ -' - Gs,, - G, ■ -' = 0; 
also der Hochdruckkolben ent«prechend beschwert 
1 ■ -' ■ 61," — <'<«^ ■ Ot ■ -' ■ 6, — Gl ■ -• ■ b,,i, = 0; 

1 Drehmoment, daa die 




(V.-6i,.)- 



ist ebenfalls nicht erfüllbar, sondern 
liefert ein Drehmoment, das die Ma- 
schine um ihre MittellängBachse zu 
kippen sucht: 

Mi = G,-~'^ -(6,., -6i.s). 
: -J ■ (Oa.- - G,.,) = 

ist bereits durch 1. und 9. vor- 
geschrieben. 

12.: G3..-63,„ = Jf3 = Jf, - Jfa 
■*4-) ist ebenfalls bereits durch 2. und 
8. vorgeschrieben. 

Die übrigen Gleichungen ver- 
schwinden. 

Die fiii den Ausgleich beste, sonst für den Betrieb wenig gUnstige An- 
ordnung der Zweizylindermaschine mit um 180° versetzten Kurbeln ist nicht 
völlig auBgleichbar. 

Bei der LokomotivmiiBchine mit um 90° versetzten Kurbeln und einem Gegen- 
gewicht in jedem Treib- bzw. Kuppelrad*') erhält man, wenn die Abstände B 




Fig. 13^. 
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von der Schtoerpunktaebene des einen Gegengewichtes aus gerechnet werden 
(Fig. 135), folgende Gleichungen: 

4.: -eina.-G,.,-^-ö,., + Öi • -' . 6,,, = 0, 

8.: -O, ■ -' -6,.. + oi»3. -O,,.- -° ■&,, = 0, 

aie ergeben zuBammengenommen den Gegengewiohtawinkel aus 

Damit liefert Gleichung 8. 



«...-«.■^■-^■^^-«.■^■-•-^■l/^(M. 

3.! - sina. ■ G»,. ■ — - G, ■ ^ + coe^t ■ 0,., - -»- = , 

7.: -Ö, ■^4-ooaa„-G,.. - -*- + ainilt -ö,,j ■ -^ = 0. 

Wird die Gleichung 3. mit 4. ziuammengefaBt und 7. mit 8., so folgt durch Divi- 
aion beider der zweite Oegengewichtswinkel auB 



überstumpfer. Damit ergibt die 





tcä *=■' 


».,. - s,„ 


Gleichung 3. 


tat, so ist der Winkel S^ < 


äin überatu 


e,.,=o, .-^ 


^■V(' 



1.: Ö3,. + Oi--'- -coa^. Öj.. - -^ - ain^t ■ Gj., ■ -'- = 0. 

Wird hierzu noch Gleichui^ 7. addiert, ao folgt G,,. = 0. 

5.: -Bina,-0,.,.-^-Gs.i-G, ■ -^ + cob^s -G,,, . -^ = . 

Wird hierzu die Gleichung 3, addiert, bo folgt ebenso G^ , = 0, d. h. mit den 
vorher berechneten Gegengewichten sind nur die aich drehenden Gewichte aus- 
zugleichen, aber nicht die hin und hei gehenden. 

Die Gleichungen 2. und 6. aowie 9. und 10. ergeben nichts Neuee. 

Wenn man die hin und her gehenden Gewichte durch VergröBerung der Gegen- 
gewicht« mit ausgleicht, so ergeben sich entsprechende Druckkräfte und Kipp- 
momente. Das hin ttnd her gehende Gewicht einer Haschinenaette beträgt"*) 
bei einer Verbund-Sattdampflokomotive 239 bzw. 297 kg, bei einer Heißdampt- 
lokomotive 333 kg. Bei r = 33 cm KurbelhalbmeHser und der Beschleunigung 
p = 465 m/ak' des im Abstände r^ = 82 cm von der Achse angeordneten Gegen- 
gewichtes (Beispiel 32) beträgt die auf die Schienen davon ausgeübte Druckkraft 

die jedoch auf zwei Räder zu je 3180 kg verteilt werden kann. Nun darf") der 
gröBt« statische Baddruck durch die Schwungkraft des Gegengewichtes nur um 

W) V. Borriea, Z. d. V. d. L 1902. 
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16 V.H.. alBo hier um 0,lö ■ 1 
her gellende Gewicht nur zn 



= 1200 kg erhöht werden, so daß dos hin und 



1 Beispiel TS). 

j,t als Bedingung des Aus- 



ausgesehen werden kann (vgl. den Schlnßsatz \ 

Die Gleichungen 11. und 19. ergeben O,,, = 
gleichem der Schwingungen zweiter (hilnung. 

Die Gleichung 12.: 0. . -6i.. +Gj.t ' Oj,* = »t allerdings nichterfüllt, 
und es entsteht somit an der Achse ein Kippmoment in wagereohter Ebene. 

Die übrigen Gleichungen verschwinden. 

Während hiemach die Schwung- bzw. Beschleunigungski&fte bei den zwei- 
kurbligen Maschinen nicht völlig aufzuheben sind, ist «s bei dreikurbligen mög- 
lich, wenn die Ua«cbine in bezug auf die Achse des mittleren Zylinders symmetrisäi 
gebaut ist, die Kurbeln n&ch Fig. 136 um je 180° gegeneinander versetzt und 




A_ 




Fig. 137. 



die beiden äußeren hin und her gehenden Gewichte zusammen gleich dem mitt- 
leren sind. Um ein mÖBilichst gfeichmäßiges Drehmoment an der Welle zu er- 
holten, versetzt man jedoch die Kurbeln um je 120° gegeneinander. 

Vierkurblige Maschinen lassen sich so bauen, daB die Schwingungen erster 
Ordnung hervorrufenden Kräfte [Gleichungen 1. bis 8.] ausgeglichen werden"), 
und zwar ohne Anordnung besonderer sich drehender Gegengewichte Oj, wenn 
die hin und her gehenden Gewichte ä, entsprechend abgeglichen werden. Jedoch 
weichen häutig entweder die Kurbelwinkel von dem günstigsten Unt«rschied 90° 
zu sehr ab oder einige der Abstände öj (bei gekröpften Kurbelwellen wird b^ = 6j) 
werden für den vorteilhaften Bau der Maschine unnötig groß"), wenn man nicht 
die Gewichte durch Beschwerung einzelner Kolben selu' vergrölfert. Mit Vorteil 
ist ein solcher Ausgleich erst bei der Fünfkurbelmaschine stets durchführbar. 
Die Seohskurbelmaschine gestattet auch den Ausgleich der Schwingungen zweiter 
Ordnung; jedoch ist die gewöhnliche Schiffs- und Kraftwagenmaschine nicht 



Die Aufgabe w rd dann gewöhnlich zeichnerisch gelöst. Da b, = b^ ist, so 

zieht man G, + ff, ■ — - = Ö zu einem Wert zusammen und arbeitet nur mit den 

auf die Kurbelzapfen bezogenen Gesamtgewichten Q der bewegten Teile. Die 
Gleichungen 1., 3., S., 7. scnreiben dann gemäß den Darlegungen in Bd. I vor, 

n Auszug daraus 



") Taylor, J. of the Amer. Soc. ot Nav. Eng. 1891, t 
gibt Fränzel, Z. d. V. d. I. 1898; Schlick, D. R. P. 808 
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daß das Krafteck der Q geschloBsen sein muß, wenn jedes Gewicht in Eiehtung 
seiner Kurbel angetragen wird. Durch Abgleichen der Gewichte und Kurbel- 
winkel läßt sich so z. B. das Kräfteviereck OABCO der Fig. 137 hestimmen'^), 
zu dem die eingetragenen Kurbelwinkel gehören (Kaiser Wilhelm der Große). 

Die Gleichungen 2., 4., 6., 8, verlangen, daß das Seileck geschlossen ist, das 
entsteht, weon man die Polstrahlcn in Richtung der Kurbeln zieht. Man kann 
diese Zeichnung mit der vorigen vereinigen, Indem man die Verbindungslinie AC, 
die äußere Di^onale des Kräftevierecks, zieht und die Kurbeln b und c bis dahin 
verlängert. Die Abschnitte geben dann gemäß Bd. I, S. 76 auf der Welle die zu- 
gehörigen Kurbellagen an"). 

Für Fahrzeug- und Flugzeugmotoren ist zu beachten, daß der Ausgleich 
natui^mäß verloren geht, wenn etwa ein Zylinder aussetzt ''^). 

Die Beschleunigung eines von der Erde angezogenen Körpers vom 
Gewicht öj, dessen Schwerpunkt sich im Abstände R vom Schwer- 
punkt der Erde befindet, ist nach Beispiel 57 p — g^- l~\ , worin g^ 

die reine Erdbeschleunigung an ihrer Oberfläche ist und r ihr Halb- 
messer. 

Die Qröße der Beschleunigung gg entspricht nun der Geaamtmiasse m^ 
der Erde, von der sie hervorgebracht wird: l?o = <'""*ii worin c ein 
natürlich zahlenmäßig sehr kleiner Vei^leichsfaktor ist. Nach Formel (70) 

kann miau nun die Anziehungskraft, die die Masse m, = — ^ erfährt, 
ansetzen zu ^ 



= m5,.p = 



oder nach Zusammenfassung der beiden letzten unveränderlichen Fak- 
toren 

P = i^-^: (90) 

jy.e Kraft, mit der sich zwei Massen gegenseitig anziehen, entspricht 
direkt den Größen beider Massen und umgekehrt dem Quadrat des 
Abstandes ihrer Schwerpunkte'*). 

Wird die Kraft in kg und die Beschleunigung in m/sk* gemessen, 
so muß das Maß der Masse kg-sk^/m sein, damit die Gleichung (70) 
physikalisch richtig ist. Wird R ebenfalls in m gemessen, so ist 
6,565 („/■»■ 
*- 10» ^kf^- "" 

Der Wert wurde gemessen"), indem n 
Kantenlänge eine empfindliclw Wage s 

") Luders, Z. d. V. d. I. 1899. 

'*) Kölsch, Gleichgang und Massenkräfte bei Fahrzeug- und Flugzeug- 
maacbinen, 1911. 

"} Bullialdua, 1646; Borelli, 1666; Hooke, 1666; Newton, Prin- 
zipia .... 1687. 

") Rioharz und Krigar- Menzel, Sitzge.-Ber. der Akad. der Wissensch. 
BerUn 1893/96. 

BtepbftD. TedmlKbe Meclwnik. IIL 8 
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dem Block schwebten und daran an Drähten, die durch den Bleiklotz hindurch- 
gingen, dicht unter dem Block zwei weitere Wageechalen anhängte. Je nachdem 
eich ein genau geeichtes Kilogrammgewicht von Kugelgestalt oben oder unten 
befEUid, wurde die yon der Erde darauf ausgeübte Anziehungskraft durch die 
des Bleiklotzee vergrößert oder verringert. 

Beispiel S2. Anzugeben ist die Kraft, mit der sieh zwei Schiffe von 
O, = 14 500 t und 0, = 11 000 t Gewicht anziehen, die sich im Hafen im Sehwer- 
punktsabstand £ = 85 m gegenüberliegen. 
Die Fonueln (90) und (91) ergeben 

„ 6,565 14500 11000 1000' „,,, ^ 
^ = lö-- ■ l^T ■ -QTsT ■ -85=- = ^'^" "8. 
Der Betrag der MasaenAnziehung ist stets verschwindend gering, wenn nicht die 
riesigen Kbeaen der Weltkörper in Betracht kommen. 

9. Die mechanische Arbeit und Iieietung. 
Auf einen bisher ruhenden Körper wirke von einem bestimmten 
Zeitpunkt ab eine nach Größe und Richtung unveränderliche Kraft 
ein, die größer ist als die entgegenwirkenden Reibungswiderstände. 
Die überschießende Kraft P bewegt dann den Körper in Richtung 
ihrer Wirkungslinie, und zwar in einer bestimmten Zeit ( um eine ge- 
wisse Strecke 8. 

Die auf den Körjjer ausgeübte Wirkung der Kraft P kann unmittel 
bar durch die Länge des von ihm unter ihrem Einfluß zurückgelegten 
Weges 8 gemessen werden und ist andererseits von der Größe der Kraft 
im gleichen Verhältnis abhängig. Demnach wird die Wirkung durch das 
Produkt beider Größen angegeben, das als mechanische Arbeit 
bezeichnet wird: 

A=3- P . (92> 

Das Maß der Arbeit ist mithin das mkg, wenn der Weg a in m und die 
Kraft P in kg gem^sen wird Oft rechnet man auch mit cmkg oder mt. 
Hatte der Körper bereits, bevor die Kraft P auf ihn einwirkte, 
eine bestimmte Bewegung oder beeinflussen Ihn noch andere Kräfte, 
o ist seine Bahn im allgemeinen 
A y *' ß - :ß- - ^ -^ y B krummlinig (Fig. 138). Die Ar- 

beit ist dann das Produkt aus 
der Kraft P und der Projek- 
tion A'B des Gesamtweges AB 
auf die Kraftrichtung, denn nur 

, die Strecke .il'ß = a ist von dem 

' ° Körper durch den Einfluß der 

Fig- 138- Fig. 139. Kraft P zurückgelegt worden. 

Die Weglänge wird als posi- 
tiv eingesetzt, wenn sie im Sinne der Kraftrichtung durchlaufen wird 
(Fig. 138), dagegen als negativ, wenn sie gegen die Kraftrichtung durch- 
laufen wird (Fig. 139). Im letzteren Fall ist also die Arbeit negativ; 
sie wird zur Überwindung der der Bewegung entgegenwirkenden Kraft 
aufgewendet. 
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Es folgt hieraus, daß die Arbeit einer Krait, deren Wirkungslinie 
senkrecht zur Bewegungsrichtung steht, Null ist. 

Ändert sich während der Bewegui^ die Größe und IÜDhtung,der 
Kraft P oder auch nur eine dieser Angaben, so ist mit den Bezeich- 
nungen der Pig. 140 die auf dem Wege a — AB von der veränder- 
hchen Kraft P verrichtete Arbeit 



-i^- 



• da. 




Fig. 140. 



Ist der Zusamnienhang zwischen ^ < 
der Änderung von s, P,a, durch 
eine Formel gegeben, so kann 
die Arbeit hiemaeh rechnerisch 
bestimmt werden. Häufig ist 
es bequemer, sie zeichnerisch 
zu ermitteln als Summe der Machenteilchen, die bei Streckung des 
im allgemeinen gekrümmten Weges s zu einer Geraden und Auf- 
tragung der Werte von P ■ cos a senkrecht dazu ent 
stehen, also als Flächeninhalt der Kraftkurve. 

Da das Drehmoment M in demselben Maß gemeaaen wird 
wie die mechanische Arbeit A , so können sich beide nur durch 
einen Zahlenbeiwert unterscheiden. Wirkt auf die Kurbel vc 
Halbmesser r in jedem Punkt senkrecht die der Größe nach u 
veränderliche Kraft P ein (Fig. 141), so ist das Drehmoment bei 
jeder Stellung der Kurbel dasselbe: M = P • t. Die bei e 
drehung verachtete Arbeit iBtA = 2-iffP. J^ist also in dem Fall 



© 

Fig. 141. 



Hau kann demnach den Satz vom Drehmoment der Mittelkraft ohne weiteres 
auf die Arbeit übertragen. Ein unmittelbarer Beweis ist der folgende: 

Der Körper durchläuft in einer bestimmten Zeit fortschreitend den 
Weg AB der Fig. 142; die auf ihn einwirkenden Kräfte P^, P^ ... 
bilden mit der durch die Punkte 
A und B gelegten Bezugsachse 
die Winkel «,, <Xg . . ., ihre 
Mittelkraft B schließt damit den 
Winkel a« ein. Werden alle 
Kräfte wenigstens, solange der 
Weg s durchlaufen wird, als un- 
veränderhch angesehen, was auch 
für veränderliche Kräfte zulässig 
ist, wenn dann die Strecke AB 
als sehr klein angenommen wird, 
so ergeben sich die Einzelwege 
«, , «a . . . So der Kräfte P^ , Pj . . . fi 
als Projektionen von AB auf die vom Punkt A 
linien der Kräfte. Nun ist nach Bd. I, S. 41 

ie.cosÄo= Pi-cosai + Pg-oosaj + . .. ^ ^(P 




Fig. 142. 



sgehenden Wirkungs- 
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und man erhält aue rechtwinkligen Dreiecken 



cosÄo — —, ! 



eosÄ« =-, , 



Damit geht die obige Gleichung über in 

R.'-', = P,.'i, + P,.'-',- 

8 S S 

«der nach Multiplikation mit s' 

Ä . 3 = P, . a + P, . « 



=i:(p- 



s). (94) 

Die mechanische Arbeit, die sich bei der fortschreitenden Bewegung 
eines Körpers für die Mittelkraft aller auf ihn einwirkenden Kräfte 
ergibt, ist gleich der algebraischen Summe der Arbeiten der Einzel- 
kräfte. 

Sind die Kräfte unveränderlich, so gilt der Satz für die kleinen Weg- 
teilchen (fa, (Ja,, dSi . . . und deshalb gemäß Formel (93) auch für 
die Gesamtwege, also ganz allgemein. 

Wenn m emem beliebigen Kräftesyatem Gleichgewicht besteht, so ist damit 
gesagt, daß entweder kwnerlei Verachiebungen der einzelnen Teile des Systems 
gegeneinander vorkommen, wie aie etwa oaa Stabviereek der Fig. 143 zeigt, 

oder daß etwaige Ver- 
rilckunaen einzelner 
Teile durch entspre- 
chende andere Teile 
wieder völlig ausge- 
glichen werden, wie 
etwa im Fall der Ge- 
wichte an der Bolle 
in Fig..l44. Die Ver- 
rückungen der einzel- 
nen TeUe des Systems 
sind nun mit den 
wirkenden Kräften verbunden durch die Arbeits- 
gleichung (94), worin als Wege verschwindend kleine 
Vcrriickungen eingesetzt werden, die nnr der einen Be- 
dingung zu entsprechen haben, daß sie in dem betreffen- 
den System möglich sind. Sie brauchen tatsächlich gor 
nicht stattzufinden, sondern es genügt, wenn sie ge- 
dacht werden. Zum Unterechied von tatsächlichen Ver- 
rückungen <2x . . . beüeiohnet man sie mit dx . . . als 
Variationen, die rechnerisch wie Differentiale behandelt 
werden. Als verschwindend klein sind die Verriickungen anzusehen, weil größere 
mit Gleichgewichtsstörungen verbunden sein können, wie etwa bei Fig. 144, 
wenn statt eines gewichtslosen Fadens ein schweres Seil benutzt wird. 
Man gelangt so zu der Gleichung 




m 



Fig. 144. 



y)-*y+(° 



ZJ -^2 = 0: (95) 

Gleichgewicht besteht, wenn bei irgendeiner kleinen gedachten Verrückung des 
Systems, die mit den Bedingungen des Baues des Systems vereinbar ist, die 
Summe aller Arbeiten der Kräfte Null ergibt. Das Prinzip") ist, wie die &rfah- 

") Stevin, Hypomnemata mathematica, 1608; Joh. Bernoulli, Brief an 
Varignon, 1717; Lagrange, Mäcanique amiijrtique, I7SS, Theorie des fonc- 
tions, 1813. 
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rang lehrt, unbeschränkt gültig, wenn sich such die Beweise immer nur auf be- 

BohÄnkte S3^teme beziehen können"). 

Kann das System eich nicht beliebig frei bewegen, so sind je nach dem Grade 
der Unfreiheit 1 bis k Bedingungsgleiohuogen zwischea den in^esamt 3 n Ko- 
ordinaten des aus n Gliedern zusammengesetzten Körpereyetems vorhanden von 
der Form /ji(T, y,z...) = 0, wobei die Punkt« andeuten, daß auch die Geschwin- 
digkeiten und Beschleunigungen usw. darin vorkommen können. Dann sind aber 
die Verrttckungen des Systems nicht mehr willkürlich, sondern an die Gleichungen 
gebunden 



im^ 



^^•"■+l£- 



die für alle il; und n niederzuschreiben sind. 

Die Schreibung ~ gibt aa, daß die Funktion / nach x zu differentüeren ist, 
während die anderen Veränderlichen y und z vorübergehend als unveränderlich 
anzusehen sind, während ja -r^ vorschreibt, daß das Differential der ganzen 



d/ = ^-<i^ + ^-dy + ^-dr. (96) 

Das ist ein Glied der vorstehenden Gleichung, wenn nur die Differentiale der 
Koordinaten durch die gedachten Verrückungen (Variationen) ersetzt werden. 
Die Gleichung ist also der formelmäßige Ausdruck dafür, daß die Funktionen / 
feste Bedingungen für die Koordinaten vorschreiben. 

Werden die Bedingungsgleichungen jetzt mit k, vorläufig unbekannten Fak- 
toren X, . . . it multipliziert und die so entstandenen Gleichungen von denen (95) 
abgezogen, so ergibt sich 

2[(:-s----.-ii-)-..+...]=o. 

worin die Punkte andeuten, daß sich derselbe Ausdruck für y und * wiederholt. 
, Durch die Einführung der X hat man wieder volle Freiheit erhalten, über,'die 
gedachten Verrückungen S zu verfügen, und da die S im allgemeinen nicht 
sind, so müssen es eben die 3 n Klammerausdrücke sein, deren erste beide Glieder 
die Trägheitekräfte und äußeren Kräfte darstellen. Die letzten Glieder'*') sind 
sogenannte Zwangskräfte, Führungsgegenkräfte u. dgl. Wenn diese Zwangskräfte 
und die äußeren Kräfte gegeben sind, kann man die Bewegungen der einzelnes 
Systemteile berechnen. Sind die Bewegungen und die äußeren Kräfte bekannt, 
so kann man umgekehrt die Zwangs- bzw. Führungakräfte usw. aus den Glei- 
chungen ermitteln. 

Auch eine sehr kleine Kraft kann schUeßlicIi in hinreichend langer 
Zeit bei der Bewegung eines Körpers eine erhebliche Arbeit verrichten. 
Von zwei an gleichen Körpern verrichteten gleichen Arbeiten ist nun 
diejenige die wertvollere, die in der kürzeren Zeit geleistet worden ist. 
Zur vollen Beurteilung ist also die Angabe nötig, in welcher Zeit t 
eine Arbeit A geleistet wurde. 

Man nennt das Verhältnis 

.V = T-^- (98») 



") Voss, Enzykl. d, Math. Wissensch. 1901. 
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mitbin bei gleichförmiger Bewegung 

N = P-v (98b) 

die Leistung der Kraft P. Hierin ist nach den Angaben zu Formel (92) 
s bzw. V auf der Wirkungslinie von P zu bestimmen. Gemessen wird 
die Leistung, wie die Formeln (98) angeben, in mkg/sek. 

In der technischen Praxis rechnet man gewöhnlich mit den größeren 
Einheiten Pferdestärke (PS) oder Kilowatt (KW): 

1 PS = 75 mkg/sk, 1-KW = 102mkg/ak. (99) 

Wird eine bestimmte Leistung von N^ PS bzw. N^ KW dadurch 
erhalten, daß ein Kräftepaar vom Drehmoment M = P ■ r mkg den 
Körper um eine feste Achse O (Fig. 141) mit n Umdrehungen in der 
Minute dreht, so ist 



jU- 



60 



- 75 - A\ = 716,2 . 



(100a) 



bzw. M = T 102 ■ Ni = 974,0 • — ^ . (100b) 

DieArbettsgleicbung (92) Ä = P -a und entsprechend die Leistungs- 
gleichungen (98) enthalten als W^ s stets den Relativweg, den die 
Kraft zurückl^t. 

Beispiel 83. Wenn eine bestimmte Muskelkraft P = 2ö kg eine Last in einem 
Bisenbannwagen mit der Geeohwindigkeit v, = 0,4 m/sk auf dem Boden des 
Wagens nach vom bew^ft, so ist die von ihr verrichtete Leistung W = 25 ■ 0,4 
=)10 mkg, gleichgültig ob der Wagen steht oder sieh etwa mit der Geschwindig- 
keit u, = 12 m/sk nach vom bewegt. Es ist jedenfalls verkehrt, die Gesamt- 
leistung der Kraft zu 2ß ■ 12,4 = 31,25 mkg zu berechnen, wenn auch die Gesamt- 
leistung des bewegten Körpers die Summe beider Geachwindigkeiten enthält. 
Dieselbe Überlegung gilt für alle Eelativbewegungen, 
z. B. auch für Zahnräder in Planetengetriebrai usw. 
Die Leistung des Zahndruckes P ist immer bestimmt 
durch das Produkt ans der Kraft imd der Belativ- 
geschwindigkeit auf der Eingrifflinie der beiden zu- 
sanunenarbeitenden Räder. 

Beispiel 84. Anzugeben ist die Arbeit, die erforder- 
Uch ist, um eine Feder, die mit der Kraft iS, = 50 kg 
bei einer Federung /, = 75 mm vorgespannt ist, um 
weitere / := 16 """ zusammenzudrücken. 

Trägt man die Kräfte senkrecht zu den Federungen 
auf (Fig. 145), so ergibt sich, da die Kräfte den Fede- 
rungen entsprechen, die am Ende der Zusammen- 
drückung erreichte Federkraft 




= =S,- 



Die aufzuwendende Arbeit ist dargeetellt durch die Fläche des Trapezes: 



= 62 kg. 



,) = 100,8 cmkg. 
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Beispiel 85. Das Gewicht eines Aufzuges mit der Last beträgt G, = 625 kg, 
der leere Fahikorb wird durch ein Gegengewicht von G, = 400 kg ausgegUchen, 
das heruntergeht, wenn der Fahrkorb steigt (Pig. 146). Anzugeben ist die zum 
Antrieb erforderliche Leistung des Elektromotors, wenn die Hubgeschwindigkeit 
V = 0,6 m/sk ist. 

Sb ist der Wirkungsgrad 



des Fahrkorbee in seinen 


Führungen 


rn = 0,985 


des Gegengewichtes in se 


inen Fnhrunge 


a,j, = 0,99. 


der Windentrommel 


n je 


V, = 0,98. 




,4 = 0,98, 


des Zabnrädervorgelegefi 




,5 = 0.96. 






,«=0,80, 


des Glektiomotors 




V-, = 0,92. 



Man erhält damit gemäß den Formeln (98b) und (99) 



= 2,50 KW. 



■ 0,85 ■ 0,92 



Beispiel $6. Eine Wasserkraft führt in der Sekunde 
Q = 0,66 m^ Wasser, die Gefällhöhe beträgt a = 5,35 m. 
Zu berechnen ist die von der Wasserturbine abgegebene 
Leistung bei voller Ausnutzung der Wasserkraft. 

Als Arbeit leistendes Gewicht hat man 2650 kg/sk, aJs 
Weg in der EJaftriohtung bei Anwendung eines Saugrohres 
s = 5,35 m. Dann ist die Bruttoleistung der Wasserkraft 



A'j = 



2650-1 



Bei dem Wirkung^rad ij = 0,82 der Turbine ist die Nutzleistung 
Jtf, = 188,9 ■ 0,83 = 155 PS. 

Beispiel $'■ Anzugeben ist die Schubkraft P, die eine Schiffscbraube aus- 
übt, wenn der Dampf in der Antriebsmaschine N^ = 5000 indizierte PS leistet 
und die Schiffsgeschwindigkeit F^ = 20 Seemeilen/st beträgt. 

Der Wirkungsgrad der Dampfmaschine beträgt etwa >;, ^^ 0,85, derjenige 
der Welle etwa 1/2 = 0,91, der der Schraube selbst etwa jja = 0,85, also der 
Gesamtwirkungsgrad i; ^0,655. 

Nach den Formeln (99) und (4) ist 

, . AT, = ^5 . P ■ (0,514 ■ Fj) , 

_ 0,665 - 6 000 - 75 _ 
1000 ■ 0,514 ■ 20 ~ ' 

Beispiel 88. Zu bestimmen ist das Verhältnis der Reibungsarbeit eines 
Lokomotiv-Flachschiebers von 6 = 36 cm Breite und i = 24 cm Länge zur Kolben- 
arbeit der Maschine. Ea sei der Höohstdruck im Schiebeitasten 3 = 12 at Über- 
druck, der mittlere Druck im Zylinder von D = 45 om Durchmesser q = 3,6 at, 
der Kolbenhub «j = 60 cm, der Scbieberhub s = 9,5 cm. 

Mit der Eeibungaziffer n = 0,10 für mittelgute Schmierung erhält man die 
Reibungskraft 

P = ,1 ■ 6 ■ i - ? = 0,10 - 36 ■ 24 - 12 = 1037 kg. 
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Die mittlere Kolbenkntft ist 

Pi = ^- D*- 0,98 •p^ = --- 45" ■ 0,98 ■ 3,6 = 5600 kg. 

Damit wird das VerhSltnis der Arbeiten 

P-, 1037-9,» 




Beisiliel SO. Zu berechnen ist 
die Arbeit, die außer zur Über- 
windung der Bewegungswiderst&nde 
nötig ist, um die lÄst einee Derrick- 

ktanea in der lotrechten Ebene zu 
Terschieben (Fig. 147). 

Beim Anheben des Auslegers 




ÄS« o'ÄE.'^i V/M7/////////////////////////M 



Fig. 147. 



Eigengewichtes G 

bogen vom Halbmesaer -, 

man entnimmt der Fig. 148 die Hubhöhe bei ZurUcklegmig des Winkels da. 

dAi = i-I-d«-C0Ba. 

a Ö erforderliche Arbeit, wenn der Winkel sich i 



= 4 ■ ö ■ I ■ (Bino, — aina,) = 0-l- cos ^+3 . ain ■ "' ~ ""' . 

Entsprechend ergibt sich für diel^ast Q bei einer einfaehen Unterflasche 
dht = l-doi-coBOi -i-db. 

weil beim Heben um den Winkel da die Seillänge db in den Flaachenzng hinein- 
geht. Die Last bew^t sieb also auf einem flacheren Bogen als daa Eigengewicht. 
Nun ist aus dem schiefwinkligen Dreieck von den Seiten l, a, b mit dem Spitzen- 

ffinkel -. — « zu entnehmen 



Durch Differentiieren findet man hieraus 

2-b-db^0 + 0-2al-< 
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db — -^ • l • cos« ■ d« = 



2 ' a ■ i ■ deina 



Damit wird die zugehörige Arbeit 

j /i f. ?, ■ 1 ? rf(2-a-i-sina) 
A.=Q- ll-ldeincii — - ■ / .^^ ^ — 



= Q[l- <aino, - sin«i) + i ■ Y^+ /» - 2 ■ o ■ ( ■ Bino, 
-i-^a' + P-2-a-l- sinaj 



''V^' + tF' + (t)"-«-t- 



22,5 • (3 + 2 • 20) ■ 0,7071 ■ 0,4226 + 



Ol = 20% a, = 70", 
22,5-20 



= 289 - 225 ■ (1,002 - 0,424) = 15B mt. 
Bei einem mehrrolUgen Flasckenzug im Hubwerk erhöht sich dieser Betrag 
noch weiter, z. B. ist bei einem vierroUigen Flaechenzog unter sonst gleichen Ver- 
haltnisBen 



IKeae erhebliche Hubarbeit in Fällen, wo eise reine ParallelTerschiebung 
gentigte, ist ein Nachteil der Derrickkrane, den man dm^h besondere Auagleiob- 
vorrichtungen zu beheben gesucht hat"). 

Beispiel A0> Anzugeben ist die Leistung, die ein Mann auf einem Fahrrad 
entwickelt, wenn er mit der Geschwindigkeit F = 18 bzw. 30 km/st auf guter 
ebener Straße bei Windstille fährt. 

Nach Bd. II, 8. 93 ist der Widerstand einea Fahrrades bei richtig aufgepumpten 
Luftreifen gegeben durch 

W = 0.64 + 0,0922 - v + 0,022 ■ e= kg, 
wenn die Geschwindigkeit v in m/sk gemessen wird. 

Die Leistung ist nach Formel (dSb) 

N =W-v = OM-v + 0,0922 ■ «, + 0,022 ■ »■ 

v = -1^ = 6.0 bzw. -g- = 8,33W«k. 

Denmach wird 

W = 3,20 + 2,30 + 2,75 = 8,25 mkg/sk 
tew. 5,33 + 6,40 + 12,70 =. 24,43 mkg/sk. 



") Proetel, D. p. J. 1911. 
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Beispiel 91. Zu ermitteln ist die Nennleistung einer Einzylinder-Dampf- 
maschine vom Zylinderdurcbmesaer D = 42 cm, dem Hub s = 75 cm und »i = 116 

TJmdrehungeu in der Minute bei der Sesaelapannung i^ ^ =; 9 at Überdruck (ohne 
Überhitiung). 

Mit Rücksicht auf die Wideretäade in der Dampfleitung, den Ventilen und den 



Scbieberkanälen der Maschine si 




besonders Buf die Schwankungen dee E 
druckes unterhalb des angegebenen Höchstwertes 
ist der Einatrömungsdruck von aus gerechnet 
höchstens zu g,^ = 9,0 at anzusetzen. Der Aus- 
puffdruck beträgt aus den ersten Gründen 
etwa q, = 1,15 aL Das Dampfdiagramm der 
Nennleistung vird erhalten, wenn die £nd- 
spannui^ der Ausdehnui^;slinie des Dampfes 
bei C (Hg. 149) im Fall des Auspuffbetriebes 

1,9 at beträgt. Die Aus- 
dehnungslinie der 

Sattdampfmaschine 
wird mit genügender 
Annäherung durch rine 
gleichseitige Hyperbel 
dargestellt , die man 
dadurch findet, daß 
durch den gegebenen 
Punkte ein Lineal ge- 
legt wird und die 
Strecke CC bia zur 
Bezugsaohse daran von 
der anderen Bezu|m- 
Fig- 149. achse als B'B zurü^- 

getragen wird. Man 

erhält so das Füliungsverhältnis - _ _ = 0,17. Die 

A'D- 
Lage der senkrechten Achse Off wird durch die GiöQe 
des schädlichen Baumes bestimmt; bei Flachscbieber. 

maschinen ist -" = 0,05 -^ 0,10, bei Kolbensohiebern 

15 , bei Ventilmaschinen etwa 0,05 -^ 0,10, 
bei Drehschiebem 0,03 bia 
~ 0,06 . Die Zusammen- 
drüokung des Dampfes 
beim Rückgang des Kol- 
bens wird bei Auspuff- 
masohinen vort«ilbaft bis 
zu 3, = 0,7 ■ q, = 6,3 at 
getrieben. Damit bestimmt 
sich aus FF' =~EE' der 
Beginn der Zusammen- 
_ druckimg. E«, D.mpf. 

* diagramm ist so fest- 

gelegt, wenn noch die Vor- 
u etwa I V. H. des Hubes und die Vorausströraung bei C zu 




Bei KondenBationsmaschinen ist etwa g.j = 0,10 -^ 0,16 at, g» = 2,0 - 
Der Anfang E der Zusammendrückung wird mögUchst frUh gelegt, -trotzdei 
ihre Endspannui^ q, nur niedrig (Fig. 160). 
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Bei Verbund-DampfmaschineD mit Auspuff gilt etwa q^ = 3,60 — jf' , mit 

Kondeuaation q^ = 2,05 — ?J . 

Wird der Flächeninhalt des DampfdiagramiDB der Fig. 149 bzw. 150 etwa 
nach der Trapczregcl in qmm berechnet und durch die Länge a in mm dividiert, 
so erhalt man den mittleren Druck q„ — 2,98 bei der Äuspaftmaschine und 3,06 
bei der KondenBationsmaBchine. Um dieee Rechnung und die Auftr^ung der 
v.H.-Werte bequem zu haben, zeichnet man fast stet« s — 100 mm. ]£in kann 
im Durchschnitt annehmeo q^ ~ 3.0 at. Bei Haschinen von großer Leistung 
genügt 2,9 at, bei ganz kleinen steigt der Mittelwert auf 3,1 at. 

Der Inhalt der Diagrammfläche F ^ q^ • s gemessen in kg/em' ■ m stellt die 
auf jeden cm> der Kolbenfläohe entfallende Dampfarbeit dar. Multipliziert man 

sie mit der Kolbenfläohe ■ D' ■ 0,97 bei beiderseits durchgehender Kolbenstange, 
so erhält man die Arbeit für einen Hub. Nun macht die doppeltwirkende Maschine 
in der Sekunde ^- Arbeitshtibe, so daß die Gesamtleistung mit Berücksich- 
tigung des Wirkungsgrades r; = 0,83 beträgt 

_ 4 ■ 42* - 0,97 - 3,0 - 0,75 - 2 - 115 ■ 0.83 .„otw 



Die Leistung kann durch Erhöhung der Füllung und des Dampfverbrauches 
im Dauerbetrieb auf das l,5fache gesteigert weiden; Nmt.i = 192 PS. 

Bei Verbnnddampfmasohinen mit den ZylinderdurcbmesBem D, und Z), und 
-dem gleichen Kolbeidiub s ist für den Hochdruckzytindei der mittlere Dampf- 
druck q^j und für den Niederdruckzylinder q„^^ einzusetzen. Bei beiderseits 
-durchgehender Kolbenstange ist also die Leistung gegeben als 



J'- (^-g-.i 4- J ; W",!» -0.97 




Werden beide Dampfdiagramroe 
so übereinander gezeichnet, daß die 
Längen die Bauminhalte wieder- 
geben"), so ist ja 



F» = ^ ■ DJ ■ 0,97 ■ s . 

Nach Fig. 151 ist nun F, ■ gi + Fj ■ jj 
der Flächeninhalt der gesamten Dia- 
grammfläcbe, entsprechend der Ein- 
zylindermaachine. 

Entnimmt man also den mittleren 
Dampfdruck q„ dem rankinisierten 
Dampfdiagramm der Fig. 15t, so gilt 
für die Verbundmaschine ebenfallB die 

Gleichung (102). wenn darin für D 

der Durchmesser des Niederdruck- " 

Zylinders genommen wird. Hierbei Fig. 151. 

ist allerdings noch mit Bücksicht auf 

verschiedene Flächenverluste (v^. Fig. 46) mit einer Völ%keitBziffeT zu reohnen, 

die bei Zweifach- Verbundmaschinen zwischen 0,80 bis 0,85 beträgt und bei Drei- 

'') Bankine. Manual of the steam engine and other prirae movers, 1859. 
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fach- Verbundmaschinen zwischen 0,55 bie 0,65 schwankt. Mit Einschluß dieaer 
VöUigkeitsziffer beträgt der mittlere Druck bei der Nennleistung g„ i>u 2,8 -^ 3,0 at. 
Der eratere Wert gilt nur für Maschinen groQer Leistung. 

Beispiel 92, Während man bei liegenden Dampfmaschinen darauf sieht, 
daB die bei einem Hub vom Dampf geleistet« Arbeit auf jeder Seite des Kolbens 
wenigstens annähernd dieselbe ist, was bei Schiebermaschinen durch eine etwas 
onsymmetrische Einstellung des Schiebers en«icht werden kann (Beispiel 37), ist 
.bei stehenden Maschinen die Ungleichheit beider Arbeiten vorteilhafter. 

Ist der mittlere Dampfdruck auf der Oberseite des Kolbens g„ at und auf 
der Unterseite g^ , haben ferner die hin und her gehenden Teile das auf die Flächen- 
einheit deaKolb^s bezogene Gewicht g at (Beispiel 76), so ist die beim Abwärts- 
bub s des Kolbens vom Durchmesser D geleistete Arbeit 



■ö»-, 



■ (3« + 3) 



und die beim Aufwärtshub geleistet« 



Für den gleiohmäBiBen Gang der Maschine ist es 
Arbeiten einander gleich sind, also die Bedingung erfüllt wird 



?« + 3 = 0.98 ■ (g. - g) = g_ 



1 und ist femer q = 0,40 at. 



Oberseite: g„ = 3,0 - 0,40 = 2,60 at. 




"0,9S 



3,46 a 



Fig. 152. 



Beispiel 98. Anzugeben ist die Leistung einer einfach 
rkenden Verpuffungsgasmaschine von i) = 35 cm Zy- 
derdurohmesaer, a = 56 cm Hub und n = 180 Um- 
drehungen in der Minute. 

Während bei der doppelt 
wirkenden Dampfmaschine in 
zwei Hüben zwei vollständige 
Dit^^mme geeohrieben werden, 
sind hier dazu vier Hiibe nötig 
(Fig. 152); 

1. Ansaugehub, 

2. Freßhub, 

3. AuBdelmung8-( Treib- )hub, 

4. Ausschubhub. 

Die Spannungen dee ersteren und letzteren unterscheiden ^cb nur wenig, so daß 
beide Linien oft in eine zusammenfallen. Die Endapannung der Zu- 
sammendrückut^ hängt von dem Brennstoff ab, ebenso die Endspannung der 
Zündung. Es ist^) i. M. für 

at, g, c^ 22 ^ 24 at, g„ ^ 5,5 at, 

18 ^ 22 „ 4,25 „ 

20 -^ 23 „ 4,0 „ 

16 H~ 22 „ 6,0 „ 

16 H- 22 „ 5,5 „ 

, Das Entwerfen und Berechnen der Verbren- 



Hochofengas 

Benzin 

Benzol 
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Durch starkes Nacbbreimeii der Benzin- oder Benzoldämpfe läQt sich in den 
Bchnellaufenden Krattwageninotoren aaw. 5„ = 7,0 ~ 8,0 eraielen. Bei Gleich- 
druckmotiOren nach dem DieselprozeO int etwa 



Man erhält so für das Arbeiten mit gewöhnlichem Kiaftgas bei dem durch- 
Bohnittlichen Wirkungsgrad i; = 0,80 die abgegebene Leistung 



' 4 (tml *" (n» 2 ■ 60 

= - ■ 35' ■ 4.25 ■ 0,66 ' ^ 



r- = 36,1 PS. 




Es ist das die Höchstleistung, die Nennleistung ist 10 t.H. geringer: 

BeiBptel94. Zu bestimmen 
ist der Verlauf des Dreh- 
momentes der Einzylinder- 
Dampfmaachine in Beispiel 91, 
jedoch für eine Füllung, die 
den mittleren Druck j„ = 3,5 at 

Am Kreuzkopfbolzen ^er- 
legt sich (Fig. 153) die Kolben- ___ 

kraft P in die Gegenkraft der _ 

Gerftdfühnmg und die Schub- "^8- '=■'■ 

Stangenkraft jS = ^ . Die letztere wird am Kurbelzapfen zerlegt in eine in 

00B/( 

die Richtung der Kurbel fallende Seitenkraft und die senkrecht dazu stehende 

r = 5 ■ cos {-g - « - /f) = S ■ sin{» + yj) 

r = ^ ■ {sin« ■ cos/) + cos« ■ Hin^) = P • (sin« + cos^ ■ tgß) . 
Nun ist 



und der Fehler, der gemacht wird, wenn man si 
falle bei dem Schubstangenverhältnis 



L (? cvj tg^ setzt, beträgt im Höchst- 



schwindet. Damit v 



!■= P- (sin« + -^--T ■Bin2o) . 



(104a} 
(104b) 



Die Formd entspricht der Gleichung (32) anf S. 34. 

Nach den Angaben in Beispiel 77 und 91 ist das hin und her gehende Gewicht 
der Maschine etwa 

3 = 0,40 ■ 0,75 = 0,30 kg/om'. 
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die Winkelgeschwindigkeit der Kurbelzapfenmitte 

und damit der Beschleunigungsdnick 

r-<o! 0,76 ■ 12,05' • 0.30 , „„ . 
___.3 ______.._..= 1.66 at, 

rIso sein Höchstbetrag bei dem SchubstuigenTerbältnis J 

gmas = 1,66 ■ 1,20 ro 2,0 at 
und der Kleinstwert 

ffinln = -1,66 ■ 0,80 c^ -1,33 at. 
Damit ergibt sich die folgende Aufzeichnung. Den Verlauf des Bampftreib- 
dmokes auf der einen Kolbeneeite gibt die obere ausgezogene Kurve der ITig. 154 
an, die geetiicbelt« gilt für den mittleren Dampfdruck q„ = 3,0 at. Der auf die 




andere Seite wirkende Gegendruck wird von der Bezugsachse aus nacb unten 
aufgetragen, so daß die ZusammendrQckungskurve die umgekehrte Lage hat wie 
in F^. 149, wo sie für dieselbe Kolbenseite eingezeichnet iat. Dazu wird der £e- 
echleunigungsdruck nach den Angaben der Fig. 44 auf^tragen. Durch die Sum- 
mierung der Höben dieser drei Kurven erhält man die in Fig. 155 ausgezogene 
Kurve a des auf der Deokelseite de« Kolbens wirkenden tlberdruckes. Für die 
Kurbelseite iat die Beschieunigung^urve entgegengesetzt zu nehmen, so daß 
dafür die in Fig. 155 gestrichelte Kurve 6 herauskommt. 

Jetzt wird über a = 2 r ein Halbkreis geschlagen und die Geschwindigkeits- 
kurve c bzw. d des Kolbens nach der Vorschrift der Fig. 43 gezeichnet. (Das 
betreffende Kurvenblatt wird immer wieder mit einer neuen Deckpause benutzt.) 
Man legt nun durch den Mittelpunkt Strahlen nach den Sclmittpunkten der 
KolbenBtellungBlobe mit dem Halbkreis und trägt auf ihnen die : 
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Kolbendriicke aus den Kurvenzügen a und b von aus ab. Es entsteht so die 
Kurve des Kolbendruckes P in Polarkoordinaten, für die Deckelseite dee Kolbens 
die ausgezogene e, für die Kurbelseito die geetricbelte /■ Bei gleichen Uampf- 
diagrammen ergeben sich also ziemHch bedeutende Abweichungen beider Kurven. 
Nun werden von Strahlen durch die Schnittpunkte der betreffenden Höhen 
mit den beiden Geschwindigkeitskurven e und ^ bis an die duich die Kiurven- 
punkte von e und / gelegten Senkrechten gezogen, wie Fig. 166 fUi eine Stelle 
angibt. Die so auf den Senkrechten von der Achse aus abgeschnittenen Höhen 
sind gemäß Formel (104b) die Drehkräfte T. 

Darauf wird der Kiu'belkreis in Fig. 166 gestreckt und die jeweilige Dreh- 
kraft aus der Fig. 166 von der Achse in dem zugehörigen Funkt der Fig. 16& 
senkrecht aufgetragen, und zwar wird auf der ersten Hälfte die ausgezogene 
Polarkurve e, auf der zweiten die gestrichelte / benutzt. Damit ist der Verlauf 
der Drehkraft T in Abhängigkeit von dem bei einer vollen Umdrehung durch- 
laufenen Kiu'belweg 2 -i ■ r erhalten. Die mittlere Drehkraft ist durch das flächen- 
gleiche Bechtock gegeben, deesen Höhe 1,12 cm beträgt. 

Dieselbe Kurve gilt für das Drehmoment, da nach Fig, 153 M '^ T • r ist> 
Zur Bestimmung des MaQstabea ist anzusetzen: Die HdchBtdamp&pannimg be- 



trägt 5i = 9 at, die in Fig. 164 mit 4,5 cm Höhe aufgetn^n ist, so daß der 
Druckmaßstab 1 cm = 2,0 at ist. Nun ist die Flache des Dampfkolbens 

J- = 2 ■ D' • '>'^'^ = T ■ *2' ■ 0,97 = 1344 cm», 

der Knrbelarm r = 0,376 m. 

der Wirkungsgrad der Maschine ij = 0,83 , 

also für das an der Welle abgegebene Moment M 

1 cm = 2,0 • 1344 - 0,375 ■ 0,83 = 836 mkg. 
Damit wird die wirkliche Größe des mittleren Drehmomentes 

M„ = 1,12 ■ 836 = 936 mkg. 
Nach Formel (lOOa) ist hieraus die Maschinenieistimg 
^M„-n _ 936-116 _ 
' ^ 716.2" ~ 716.2 
während die Rechnung in Beispiel 91 bei dem hier geltenden mittleren Dampf- 
druck 3,5 at N, = ' • 128 = 149,5PS ei^b. Auf diese Weise wird die Richtig- 
keit der zeichnerischen Rechnung geprüft. 

Die gestrichelten Linien der Fig. 156 stellen das Ergebnis für die in Fig. 154 
gestrichelte Ausdehnungslinie dar. Bei Vergrößerung der Ftillui^. also Röher- 
legung der Ausdehnungslinie im Dampfdiagramm wird der Verlauf des Dreh- 
momentes gleichmäßiger, dagegen bei Verkleinerung der Füllung ungleichmäßiger. 



- 150 PS, 
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Die Fig. 166 läßt noch 
kräfte T im M&lktab 

1 cm = 2,0 ■ 13« ■ 0, 
die Länge ist der Kurbelweg im Maßstab 

4 cm = 0,75 m aleo 
Die Geeiunlfläche ii 



andere Deutung zu: Die Höhen sind die Dreh- 
2230 kg, 

= 0,1875 m. 



a der Kurbel geleistet« Dreharbeit im Maßstäbe 
1 cm* = 2230 ■ 0,1876 = 418 mkg. 
Bin acheinbarer Mangel der Bereohrnrng ist der, daß sie bei der Beschleuni- 
giu^;Hdruckkurve in Fig. 153 und der Bestimmung des Kurbelwinkels völlige 
Gleichmäßigkeit der Winkelgeschwindigkeit in der Welle voraussetzt, während 
dieee infolge der Schwankungen des Drehmomentes ebenfallB schwankt (vgl. Bei- 
spiel 45). Jedoch betragen diese kleinen Änderungen gewöhnlicb nur J bis 2 v,H. 
des mittleren Wertes (Beispiel 117), ho daß der gemachte Fehler zwischen 1 bis 
4 v.H. liegt, da diese Einflüsse von dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit ab- 
hängen. Im allgemeinen bleibt der Fehler noch innerhalb der unvermeidlichen 
Zeichenfehler, so daß die obige Art der Berechnung für die Praxis völUg genau gut"). 
Beispiel 9&. Für einen Viertakt- Dieeelmotor von I) — 36 cm Zylinderdureh- 
meeaer, « = 66 cm Hub und n = 180 Umdrehungen in der Minute, dessen Gas- 
dmckdiagramm die Fig. 157 wiedergibt, ist der Verlauf dee an der Welle ver- 
ff^baren Drehmoment^ anzugeben. 

Nach den Angaben in Beispiel 77 ist dos hin and her gehende 
Gewicht g = 0,35 at. Die Winkelgeschwindigkeit beträgt 




-180 



5 1/Bk. 



■ 18, 8 6° ■ 0.3i 
2 ■ 9,81 



gm.x = 3,21 ■ 1,222 = 3,9 at, 
qmin = 3,21 ■ 0,778 = 2,5 at. 
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Beim Ansaugehab wirkt allein der Be- 
Bchleunigiingadiuok, beim folgenden PreQhub 
setit er eicn mit dem PreßUlMrdruck zosam- 
men, ebenso findet beim Treibbub Zusammen- 
aetzung mit dem Treibdruck statt, beim Aub- 
Bchubbiib wirkt der BeBchleunigun^druck 
wieder allein. Den Druckverlauf am Kolben- 
zapfen mit Berücksichtiguiig dea kleinen Eigen- 
gewichtes stellen die stark ausgezogenen 
IJnien der Fig. 158 für die rier Hube eines 
Arbeitetaktoa dar. Durch das an Fig. 166 
erörterte Yerfahren erbtUt man hieraus die 
Kurve der Fig. 159 für den Verlauf der Dreh- 
kraft. Der Maßstab folgt aus der Besiebung 
an Fig. 157: 40 at = 30 mm bei der Ver- 
kleinerung der folgenden Figuren auf */„ zu 



10 4 



4 10 
" 3 ■ 9 



1425 kg 

oder, wenn die Kurve die Drehmomente an- 
gebet aoll, 

1 mm = 1426 -^cvj 400 mkg. 

Wie die Fig. 169 zeigt, verläuft das Dreh- 
moment im Verlauf eines Arbeitstaktes recht 
ungleichmäßig. Wirken auf dieselbe Welle 
zwei gleiche Zylinder mit um 180° versetzten 
Kurbeln, so kommt dieselbe Kurve um zwei 
Hube verschoben dazu. Ihre Suumiierung 
liefert dann den Kurvenzug der Fig. 100. 
Aber erat die Zufügung von zwei weiteren 
Zylindern, deren Kurbeln gegen die der ersten 
beiden je um 90° versetzt sind, ergibt ein 
einigermaßen gleichförmig verlaufendes Dia- 
gramm der Drehmomente (Fig. 161). 

Beispiel Ö6. Durch einen Bremeversuch 
ist die Leistung und der Wirkungsgrad eines 
Elektromotors zu bestimmen, der mit n ^ 1025 
Umdrehungen in der Minute umlänft. 

Auf die Biemenscheibe wird eine mit 
WasBersplUung versebene Backenbremse ge- 
setzt (llg. 162), deren Beibung die Motoren- 
leistung abbremst"). Das Drehmoment der 
Reibung wird mit einer Wage gemessen, auf 
die sich der eine Arm der Bremse von der 
Länge l vermittels einer Druckstange mit 
Kugell^^erung stützt. Der Stützdruck der 
losen Bremse wird bei Beginn des Versuches 
durch besondere Gewichte ausgeglichen. 

Es gilt dann 

P . I = M = 974,0 - ' 






= 0,974 m macht. 



, Tscbniiche HechanUc III. 



Digitized^yGOOglC 



130 



Die Gnmdtehren der Dynamik. 



Wird etwa P = 12,42 kg gemeBsea, so ergibt sich 
ff, = 12,42 ■ 1,025 = 12,74 KW. 
Zeigt gleiclizeitig ein Wattmeter den Verbrauch von 13,9 KW an, i 
Wirkungsgrad 




D'.; 



bei ordnungsmäBigem 

(105) 



1875 D-i' 
renn M in mkg, D und 6 in m gemessen sind. 

Beispiel 97. In Bd. II wurde fftr die Dampfmaschine des Beispiels 
echnet das Drehmoment der Zapfenreibung an 



dem Kreuzkopfzapfen: 
dem Kurbelzapfen; 
den beiden Wellenzapfen: 
den beiden Exzentern: 



3f 1 = 0,7 mkg, 
Jf, = 1.0 „ , 
Jf = 6,5 + 1,9 mkg, 
if, = 2 ■ 3,7 „ . 



Anzugeben ist der Gesamtwirkungsgrad aller Zapfen. 

Es ist das Gesamtreibungsmoment ZM — 17,5 mk^, das gleichmäßige Dreh- 
moment der Maschine ohne Berücksichtigung der Reibungsverluste nach For- 
mel (100a) 

Damit wird der gesuchte Anteil des Wirkungsgrades 

-■-¥• — S-.«- 

Beispiel 9S. Anzugeben ist die Zugkraft einer Lokomotive in Abhängigkeit 
von ihrer Fähiges ch windigkeit. 

Öer mittlere indizierte Dampfdruck bei günstigstem Dampfverbrauch beträgt 
bei ZwiUinBalokomotiven p„ c>^ 3,6 at, bei Verbundlokomotiven, auf den Niedor- 
druokCTlinder gerechnet, p„ c^ 3,4 at"). Danach ist die mittlere Damptarbeit 
eines Zylinders bei dem Hub s cm 

A = j-D*' 0,96 ■ p„ ■ » cmkg, 

i den Querschnitt der durchgebenden Kolbenstange beräck- 



worin der Faktor 0,i 
sichtigt. 



'») Wilke, Ölmotor 1919. 

«') Strahl, Z. d. V. d. I. 1913. 
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An den Kuppebädem vom Durchmesser D, ci 
bei einer halben Umdrehung, entapKchend einei 
Lokomotive 

2 • J • 7 = P ■ ^ ■ Z), cmkg, 

worin ij cv 0,86 den Wirkung^rad der Lokomotivmaschine angibt. 
Durch Gleiohsetien folgt hieraus für die 

D'-s 
Zwillingamaeohine: P = 2,94 — ^r — kg, 

Verbnndmasobine : 



D'- 



kg. 



(106b) 



itf j = 



-PS.. 



(107) 



Die Leistung der Lokomotive bei der Qesohwindigbeit F, km/st ist hiermit nach 
Formel (98 b) 

F ■ F, ■ 10 00 _ P- V, 
75 ■ 3600 ~ 

Die Höchstleistung der Lokomotivmasahine hängt nun von der Dampfmenge 
ab, die der Kessel zu hefem imstande ist. Der Dampfverbrauoh beträgt i._M, 
bei günatigBt«r Füllung für**) 
Naßdampf-Zwillingslokomotiven: Q„ = 11,5 kg/PS,-st bzw. 13,5 kg/PS.-at. 

„ -Verbundlokomotiven: 9,75 „ „ 11,5 ,, . 

Heifldampf -Zwillingslokomotiven: 7,0 „ „ 8,25 

„ • Verbundlokomotiven: 6,5 „ ,, 7,6 „ , 

Die Dampfmenge Q kg/st, die ein Lokomotivkeesel zu erzeugen vermag, bangt 

'■■ ■ *" ' " " ■'■■ ' Vg< ■ " ^ 



mpfme 
1 erster Linie von der Bostfläche B m* ab, in zweiter 
fläche H m* einechlieBlich^Überbitzer. £s gilt erfahrungsgemäß''^) 



'+''F 



Heiz- 
(108) 



worin einzusetzen ist für 

ZwillingH-NaBdampflokomotiven: o = 4250 kg/m' -st, 
Verbund- .. c = 4000 

Hei&dampflokomotiven; c = 3800 
Durch Zusammennehmen der Gleichungen (106) bis (108) kann man 
uuB den gegebenen Abmessungen der Lokomotive die Geschwindigkeit bestin 
bei der sie am vorteilhaftesten läuft: 



^» = r 



_270^- . 



J)« 



- km/st. 



r Zwillingslokomotive. Man erhält so für die n 



Nr. 


Gattung , 


B 


a \ D \ s 

mi "cm , cm 


cm 1 kg 


V, |Ar„„ 

km/8t PS. 


1 


2 C-Heißdampf- 
Schnellzug- Vierzylinder- 


■- 




















Verbundlokomotive 


2,95, 217,5 '40/6l! 66 


IHK 


3430 


105,7 1342 


2 


2 B-Seißdampf- 














Schnellzuglokom otive 


2,3 ! 177,3 ! 55 


63 


210 






a 


2 C-Heißdampf- 




















2,6 199,5 




«3 


175 




80,4 




4 


D-Heißdampf- 
















Gütwzuglokomotive 


2,35 


176,9 


60 


66 


135 
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Die Leistui^ N bei einer anderen Fahrtgeachwindigkeit T ist nach Versuchen") 
gegeben durch den Ziuammenhang 

N I V\ V 

-,. — = 0.6-2 - -- - - - + 0,4 . (109a) 
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Fig. 163. 



Gemäß Formel (107) erhält man daraus das Verhältnis der ZngkiAfte durch Divi- 

p 
sion der rechten Seite durch -=- zu 



Pi 



= 0,6- 



f 0,4-^ 



Ben Verlauf stellt die Fig. 163 in Abhängigkeit von - 

die folgende Zusammenstellung für die Zugkraft P: 

Gattung 7 = 30 36 45 54 63 72 



(109 b) 
■ dar, und es ergibt sich 



8 370 7440 6360 5750 6190 4730 4370 4010 3700 kg 
6200 5640 4780 4270 3S50 3490 3220 2930 2680 „ 

9 880 9020 7950 7100 6380 5720 5200 4630 4450 „ 
10920 9720 8230 6940 6250 - - - - „ 



Digitized^yGOO^Ie 



Das Arbeitsvermögen. 133 

Beispiel 99. Zu berechnen ist die Arbeit einer Anziehungskrait für den Fall, 
daß der betreffende Körper gänzlich aus dem Bereich der Anziebung heraus- 
gebracht wird. 

Nach Formel (90) ist die Kiaft, die zwischen den beiden Massen m^ und m^ 



im Abstände x wirkt. F = - 
nach Fig. 164 zu 



1 erhält die gesuchte Arbeit 



= jP-ttx = k-m,-m^ -pf = k 



Obwohl der Weg unendlich groß ist, hat die Arbeit einen endlichen Wert, 
weil die letzten Wegstrecken nur noch verschwindend geringen Einfluß haben, 
wie die Fig. 164 schon andeutet, 
Han nennt den Ausdruck A das 
Potential der Anziebungs. 
kraft"). 

Die Rechnung ist hier für den 
einfachsten Fall durchgeführt wor- 
den, daß die AnEiehung in Rich- 
tung der üT-Achse erfolgt. Liegt 
das rechtwinklige Achsenkreuz 
x,y,z beliebig zur Anziehungs- 
achse r, so gilt (Bd. I, S. 49) für 
einen beliebigen Anfangspunkt 

r» = *' + y' + 2» , 
und man erhält entsprechend 




Die Potentiale der Seitenkräfte addieren sich algebraisch. 

Umgekehrt kann man, wenn A gegeben ist, die Kraft P daraus berechnen: 



Man kann also auch erklären: Das Potential ist die Funktion, die nach den Ko- 
ordinaten differentiiert, die Größe der an der betreffenden Stelle wirkenden An- 
ziehungskraft ergibt. 

10. Das Arbeitsvermögen. 
Von einem gegebenen Augenblict ab wirke auf einen Körper vom 
GJewicht G allein die unveränderliche Kraft P ein. Der Körper bewegt 
sich dann nach den Angaben in Abschnitt 8 mit der BescMeunigung 

p 
P = 8-~jj- (Formel 72), Nach einer bestimmten Zeit ( hat er so in 

der Kraftrichtung den Weg s = ^ - ji ■ (* zurückgelegt (Formel 8a) und 
dabei die Geschwindigkeit angenommen v=p- 1='^2- p- «{Formel 10a), 

•*) Lagrange, M6m. de l'Acad. Berlin 1773/77. 
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Die Arbeit, die die Kraft P auf dem Wege s verrichtet hat, ist nach 
Formel (92) A = P-s. Setzt man jetzt aus den vorstehenden Glei- 
chungen ein 

P^jL.q und fi - -^ , 

g 2.p' 

80 ergibt sich**) 

Die von der Kraft P auf dem Wege s an dem Körper vom Gewicht & 
geleistete Arbeit hat sich umgewandelt in die Geechwindigkeit v des 
Gewichtes 0. Man bezeichnet den neuen, als Arbeit in mkg gemessenen 
Ausdruck als das Arbeitsvermögen des Körpers. Es stellt die 
Arbeit dar, die der Körper in dem betreffenden Augenblick enthält 
und die wieder in einer bestimmten Zeit (' gegen eine widerstehende 
Kraft P" auf dem Wege s" abgegeben werden kann. 

Hatte der Körper bereits im Augenblick der erat«n Einwirkung der 
Kraft P die Geschwindigkeit Vg in Sichtung von P, so besaß er schon 

das Arbeitsvermögen -: , und wenn sich jetzt die Geschwindigkeit 

2 ■ g 

auf V erhöht, so gilt nach dem obigen 

Die von der wirkenden Kraft aufgewendete Arbeit ist gleich der Zu- 
nahme an Arbeitevermögen. 

Umgekehrt ist auch die Abnahme des Arbeitsvermögens des Körpers 
gleich, der dabei geleisteten Arbeit der gegenwirkenden Kraft. 

Wirkon mehrere Kräfte gleichzeitig auf den Körper, so kann P als 
ihre Mittelkraft angesehen werden, deren Arbeit ja nach Formel (94) 
gleich der Summe der Arbeiten der Einzelkräfte ist: 

A=2(P.s) = ~- (v^ - vi) . (112a) 

Ist jede Kraft P veränderlich, so erhält der Ausdruck 2!(P ■ s) 

einen anderen Wert JP- da und damit auch die Endgeschwindigkeit v , 

jedoch bleibt die Formel (112a) dem Inhalt nach unverändert. 

Besaß der Körper bereits vor der Einwirkung der Kraft P die 
Geschwindigkeit Vg nach ii^endelner beliebigen Richtung, so ist seine 
Bahn im allgemeinen eine ebene Kurve. Man kann dann die Geschwin- 

") Huygens, Horologium oaoillatorium, 1673 (m ■ v'); Leibniz, Acta 
eruditorum, 1695(m-ii=); Dan. Bernoulli, M^m. de l'Acad. Berlin 1748 (m ■ k»); 
Coriolis, Trait^ de 1» m^canique dea corps solides . . . 1829 (J ■ m ■ u'). Die von 
Kankioe eingeführte Unterscheidung zwischen kinetischer nnd potentieller 
Energie hat keine praktische Bedeutung (Michalke, D. p. J. 1920). 
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digkeit Vq zerlegen in eine u senkrecht zu P und eine in die Wirkunga- 
linie von P fallende vig; ebeneo kann die nach einer gewissen Zeit t 
ethaltene EiidgeBchwindigkeit v in die Seitengeschwindigkeiten u und w 
zerlegt werden (Fig. 165). Die senkrecht zu P 
stehende Seitengeschwindigkeit v, ist ja unver- 
änderlich, da keine Kraft vorhanden ist, die eine 
Beschleunigung oder Verzögerung nach dieser 
Richtung hervorbringen könnte. Für die mit der 
Wirkungslinie der Kraft zusammenfallenden 
Seitengeschwindigkeiten gilt jetzt die Gleich- 
ung (112): 

2g - 2s --^ "■ 
Nun ist nach Fig. 165 




oder 



. 2? 



2g . 



2g 2g 

Das ist wieder die Formel (112). Sie gilt somit auch für den Fall, daß 
die Geschwindigkeit des Körpers nicht allein von den Kräften herrührt, 
ala deren Mittelkraft P betrachtet wurde, und beliebige Bichtung hat. 
Beispiel 100. Ein Körper werde mit der Anfangageschwindigkeit t'p=12,5in/8k 



1 der Plattform eines Turmes herabgewori« , 
Ä = 30 betrilgt. Zu berechnen ist seine Endge- 
schwindigkeit V. 

Die wirkende Kraft ist das Gewicht des 
Körpers, dessen Arbeit den Betn^ A =0 • h 
ha-U Nach Formel (112) ist also 



deren Höhe über dem Gelände 





Noch Multip!ikati( 

t; = }7i '+'2-g-h = J'12,5= + 2 • 9,81 ■ 30 = 26,9 m/sk. 
Die Richtung, nach der der Wurf frfolgt, ist dabei belanglos. Die End- 
gescbwindi^eit ist in den drei Fällen der Fig. 166 dieselbe; denn die Arbeiten 
auf den beiden Halbästen der über die gestrichelte Wagerechte hinausragenden 
Kurven heben aich nach Beispiel 21] gegenseitig auf. 

Beispiel 101. Ein Gegenstand vom Gewicht G = 1,2 kg wird mit der ge- 
ringen Geschwindigkeit v^ = 4,5 m/sk senkrecht zur Fahrtrichtung aus einem 
Eisenbahnzug geworfen, der mit der Geschwindigkeit ii, = 22 m/sk fährt; er 
fällt dabei übet die Höhe j = 2,4 m. Anzugeben ist sein Arbeitsvermögen im 
Augenblick des Aufschlagens. 
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Die lottechte Endgeschwindigkeit ist nach Formel (lOa) 

V, = ('2 ■ ff ■ 8 = \'2 • B,8l ■ 2Ä = fii'M m/ak. 
leiten stehen senkrecht zueinander und dii 

V = J/«« + t.; + t^ = ('4^* + 22' + 47,04 . 

D&B AibeiterermögeD ist also nach Formel (111) 

A = -^^ ■ (20^ + 484 + «.(H) ^ 33,7 mkg. 

Das Gesamtarbeitsvennögen dee Körpers wird erhalten durch Summierung dei 
Arbeitsvermögen, die bei den einzelnen Relativbewegnngen auftreten"). 

Beim Wvui von einer dem Erdboden gegenüber feststehenden Stelle aus 
hätte derselbe Körper nur das Arbeitsvermögen 



" 2 ■ 9,f 



■ <20,25 + 47.04) = 3,9 mkg. 



Beispiel 102. Anzugeben ist die zum Anfahren und ^eiehmaßigen Fahren 
erforderliche Arbeit für einen Stadtbabnzug gemäß Beispiel 22, weim das Zug- 
gewicht O cv 235 t beträgt, sowie die beim Bremsen zu vernichtende Arbeit. 

Die zum Autahien auf die Geschwindigkeit K = 50 km/st erforderliche Arbeit 
beträgt nach Formel (111) 

A, = öT^ ■ (0,278 ■ 50)' <^ 2320 mt , 

gleichgültig, wie groß die Beechlennigung ist. 

Setzt man v = 'p-t, so wird die zum gleichmäßigen Fahren erforderhcbe 
Arbeit mit den Zahlenwerten des Beispiels 22 für die Anfahrbeschleunigung 
p = 0,3 m/sk* 

Aa = y^Tf ■ **>,05 ■ 46,9)» ro 66 mt 

Die aufzuwendende Bremsarbeit ist entsprechend 

wie beim Anfahren. 

Läßt man den Zug, nachdem er die volle Fahrtgescbwindigkeit mit der Be- 
schleunigung 0,5 m/sk* erlangt hat, gemäß Beispiel 22 auslauten, so bleibt A^ 
unverändert. I)a jedoch jetzt eine schwerere Lokomotive gebraucht wird, so ist 
das Znggewioht auf 245 t zu erhöhen, und es wird damit 

4; = ^1 . 2320 tv. 2420 mt. 



ä; = 3 , g gj ■ <0,60 ■ 174)* '>^ 1360 mt. 

Im zweiten Fall wird also die Bremsarbeit 960 mt = 41,4 v.H. des ersteren 
Wertes bei jedem Anhalten gespart, was für die Erhaltung des Materials von 
weaentUcber Bedeutung ist. Dagegen wird zur Anfahrt mehr gebraucht die Arbeit 
34 mt = 1,4 V.H. 

") König, Acta erud. 1761. 
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Beispiel lOS. Ein Fallhammer vom Bäi^wioht Q — 150 kg noch Fig. 167 
soll bei voller Ausnutzung dee HubeB die Schlagarbeit 220 mkg aiisübeD. Zu 
bereclmeii ist, wieviel Scti^ge er in der Minute geben kann, wenn die Reibnngs- 
rollen von i) = 29 cm Durchmesser n ? 145 Umdrehungen in der Minute machen. 

Aus der Formel (92) erhält man die erforderliche 
Hubhöhe 

Die Umlaufgeschwindigkeit der Reibrollen ist nach 




Die Anpressung der Reibungsräder wurde in Bd. II, Bei- 
spiel lÖO mit © = l,5fs£her Sioberheit berechnet, so daß 
noch die Kraft P = 0,6 ■ 150 kg für die Beschleunigung 
dee Bären verfügbar ist, die nach Formel (72) mit 

Pi = -^- ■ ff = 0,5 ■ 9.81 ■^ 4,90 m/et" FJg. 167. 

erfolgt. Die bis zum Erreichen der vollen Geschwindigkeit erforderliche Zeit ist 
nun nach Formel (10) 

und der hierin zurückgelegte Weg beträgt nach Formel (9) 
g, = J . t, . i, = J - 2,20 ■ 0,45 = 0,495 m. 
Auf diesem Wege muß die lleibschiene an den Rollen gleiten. 
AuB der Gleichung (112) in der Form 

folgt der am Ende des Hubes bei zurückgezogenen Reibrollen noch zurückgelegte 
Weg 



und die dazu gebrauchte Zdt gemäß Formel (10) 

Es bleibt mitbin ftti die gleitfreie Mitnahme an den Rollen der Weg 

«, = s - 9, - a, = 1,467 — 0,496 - 0,247 = 0,726 m, 
und die dafür nötige Zeit ist 



Zum Fallen über die Strecke a braucht der B4r nach Formel (10b) die Zeit 



= V2- 1,467 0.102 = 0,547 sk. 
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Zum Einrücken nach dem Fall werde noch die Zeit fg = 0,12 ak angesetzt. 
Dann braucht ein Fall die Gesamtzeit 

( = 0,45 + 0,224 + 0,33 + 0,547 + 0,12 <-j 1,67 sk. 
Die Anzahl der Schlüge in der Uinute wird 



Beispiel 104. Anzugeben ist das Arbeitarermögen einer gehärteten Stahl, 
kugel der in Beispiel 75 berechneten Kugelmühle. 

Das Gewicht einer Kugel von tj = 0,6 dm Durchmesser und dem Einheits- 
gewicht y = 7,86 kg/dm* ist = -^ ■ <fi ■ y . Beim Abwurf mit der Geachwindig. 
keit n = fi ■ <o hat die Kugel nach Formel (111) das Arbeitsvermögen 

6-2- 



Hinzu kommt die Fallarbeit des Gewichtes G auf der Strecke (Fig. 113) 

= 2 • 0,130 + ^ - 0,6» ■ 7,86 ■ 0,41 ■ 0,643 = 0,494 mkg, 
so daß das Geeamtarbeitsvermögen beim Anfechlagen gemäß Formel (112) betri^ 
At = Ai + A= 0,624 mkg. 

Die vorstehende Rechnimg gilt ffit die äußerst« Kugellage. Für die der nächsten 
L(^ gilt mit 

r[ = ^ ■ (1.00 - 3 ■ 0,06) = 0,41 m 

Ai =^,-'"? = 0.130-^— = 0,113 mkg 
und für die dritte Lage entsprechend 

■|g- 0,097 mkg. 
Femer ist nach den Angaben in Beispiel 75 für die Fallarbeit 

A' = 0,889 ■ (0,41 ■ 0,478 + 0,35 ■ 0,949) = 0,473 mkg, 
A" = 0,889 ■ (0,35 ■ 0,407 + 0,35 ■ 0,971) = 0,429 mkg, 
also das GeeamtarbeitsvermÖgen 

A', = 0,586 mkg bzw. A^' = 0,542 mkg. 

Werden statt der Stahlkugeln Flintsteinstüoke von annähernd gleicher Größe 
genommen, so ist }< rv 2,7 kg/dm^, und man erhält 

At = 0,214 , Ai = 0,201 , Ai- = 0,186 mkg. 

Hiermit läßt sich leicht die zum Antrieb der Kugelmühle erforderliche I^istung 
berechnen. I>ie Kugeln bewegen sich schneller herum, als die Umdrehungszahl 
der Trommel angibt, weil sie einen kürzeren Weg machen, als der Trommel- 
umfang beträgt'"). Bei drei Kugellagen gentigt es, wenn die Eeehnung für die 
mittlere durchgeführt wird, wie die obigen Zablenwerte lehren. 



= 0,130 ■ ■ 
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Die Zeitdauer dea Anhebena der ruhenden Kugeln beträgt 



■(D-3d}-^ 



21 i + 90 + 28i 
12 ■ 34,4 



Die Zeitd&uer dea Wurfe» bis aa die höchste Stelle wird erhalten, indem d 
Wutfhöhe h = - — ^ — — duroh die mittlere Ge sehwi ndi^eit J ■ (0 + v 
auf dem W^e dividiert. Es wird so mit o = V-;— " 



,.-'^.o=...)/=|=-0,8,9.-^'i^-0,3«.t. 

Die Zeitdauer des Fetllee ergibt sioh entsprechend nach Formel (10b) zu 
1 /Aj-r, -Mnft + r, -cos^ 



o 1,237 sk, während eine Umdrehung 



*<'~34,4 ■■■"■"■ 

Das Verhältnis der beiden Umläufe ist — = 0,71. 

Nach dem obigen wird jeder Kugel vom Gewicht 0,889 kg bei einem Umlauf 
das Arbeitavermögen 0,586 mkg erteilt. Auf das Gewicht 1 kg kommt also das 
Arbeitsvermögen 

Damit ergibt aich die Antriebsleistung für 1000 kg Inhalt, wenn die Verloste durch 
Reibung in den Lagern usw. sowie der Kugeln und des Mahlgutes aneinander 
zu 30 v.H. geschätzt werden, 

A 0.66 ■ 10 00 ^..p^H 

Eine Trommel von i) = 1,0 m innerem DurchmesBer und I = 4,0 m innerer Länge, 
die etwa 2,7 t Eigengewicht hat, enthält bei dem Ftillirngsverhältnis y = 0,40 
etwa 5700 kg Stahlkugeln bzw. 1950 kg Flintsteine und dazwischen etwa 600 kg 
Mahlgut von dem Schiittgewicht 1 t/m*. Damit erhält man die erforderliche 
Antriebsleiatung bei Stahlkugeln zu 

JV, = (5.7 + 0,6) ■ 8,9 c« 56 PS 
bei Füllung mit Flintsteinen 

Ni = (1,95 + 0,60) • 8,9 cv. 23 PS. 

Die Rechnung setzt die erreichbare Höchstgeschwindigkeit der Trommel 
voraus. Läßt man sie, wie die Praxis meist tut, 10-5-15 v.H. langsamer laufen, 
so verringert sich die Antriebs- und Mahlleistung um etwa 6-^9 v.H. 
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Beispiel 106. Ein Eiaenbshnwagen wird etr 

und der wagerecht gemessenen Länge a = 45 n 



I angesetzt wetden 
mt der Wogen das Arbeitevermöget 
Figri68 ergibt dana Pormel (112): 



Rampe von der Höhe h^—2,2 m 
mit der Anfangsgeechwindigkeit 
II = 3,5 m/sk herunterge- 
stoßen. Anzugeben ist, 
wie weit der Wagen auf 
der anschlieBenden wage- 
rechten Strecke noch f ort- 
roUt (Fig. 168). 

Uit Beriickaichtigung 
der Weichen und Kreu- 
zungen kann die Ziffer 
<^ 0,003. Am Ende des 
Gemäß den Angaben der 



oder mit Kq — l -ainix, a = (■cosa 

Wenn der Wagen einfach mit der Anfangageechwindigkeit abläuft, wird 



1 



\2g 



Man erkennt, daß der Satz 
derartiger Aufgaben liefert. 

Beispiel 106. Ein schwerer fahrbarer Bockkran hat 



+ K±hj -a. 

. Arbeitsvermögen die einfa.cbste Lösung 



Probelast von 
tragen,^das Eigengewicht der über den Tragzapfen der Füße beftnd- 
hcben Eisenbauteile beträgt tvi 70 t, das der 
Laufkatze mit den Antriebsmotoren ö, cvj 20 t 
und das der Tragwagen Gj ro 20 t, seine Fahrt- 
geschwindigkeit u = 30 m/min, der Auslaufweg 
nach abgestelltem Motor a c-^ 2,0 m*°). Anzu- 
geben ist die Größe dee am Badumfang wirken- 
den Bewegungswiderstandee W und die Sicher- 
heit S des Kranes gegen Kippen, wenn die 
Schwerpunkthöhe A == 12 m und der Trag- 
zapfenabstond von der Kranmitte a = 4 m ist 
(Fig. 169). 

Es ist nach Formel (122) 




also mit den gegebet 
Ty _ 30 + 70 + J 



(G + ff, + G, + G,)~. 
Zahlenwerten 
— • 0,5» cv; 0,89 



Fig. 169. 2.0-2-9,81 

Das Antriebsvorgelege zwischen dem Motor und 
den Treibrädem, das Sehneckenräder enthält, darf natürlich nicht selbstsperrend 
sein, weil sonst beim plötzUchen Anhalten Beschädigungen des Triebwerkes und 
Kippen des Kranes unvermeidlich wären. 

**) Flohr, Z. d. V. d. X. 1900. 
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Für das Kippen gilt (Bd. I, 1 



I, S. 128) 




■ s - (« + e, 


+ 0,) 


30 + 70 + 20 


4 



Wenn der Kran mit einec Seite auf ein Hindernis aufläuft, so findet docli 
eine gewisse Verachiebung nnd Zusammendrückune des betreffenden Stückes 
Btatt, so daß die JCranhäUte noch immer um mindestena s' = 5 cm vorrückt. 
Die Kippsicherheit ergibt sich dann aus 

i.B^.J.A.S-_i-(9 + 0, + 8,)., 



Hierin iatW-—r der Mittelwert deeWiderstandee, den die Kranaeite am Hindernis 

findet, der zu Anfang gering und am Ende der Bewegung wesentlich größer ist 
als dieser Mittelwert. 

Wenn bei @' = 1 eine vollständige Entlastung des hinteren Wagens einträte, 
würde dieser seitlich w^aUen und der ganze Kran dadurch nach hinten fallen, 
bia eich der hintere Fuß aufaetzt; jedenfaJls würde er nicht nach vom überkippen. 
Denn dazu müßte sich der Schwerpunkt des Ganzen mit dem HalbmeBser 
r = yK* + a^ um die vordere Unterstützung drehen. Er wäre also erst einmal 
um den Betrag 

zu heben, wozu die Arbeit 

^, = (Q + 0, + 0,}-(r-4) 
gehört. 

Im Augenblick des Auflaufena auf ein Hindernis bei sofort abgestelltem Motor 
ist nun das Albeitevermögen des ganzen Kianee gemäß der obigen Rechnung 
Af= W • »• Die Sicherheit gegen Überstützen nach vom ist also immer noch 



11. Bie Bewegimgsgröße, der Schwerpunktsatz. 

Ein Körper oder ein Körpersystem von dem Gesamtgewicht Q 
setze sich aus einer Anzahl kleiner Einzelteile dO zusammen, die in 
bezug auf ein beKebiges rechtwinkliges Achsenkreuz in einem be- 
stimmten Augenblick die Abstände x^, yi, «,; x^, y^, z^ ... haben, 
während der Gesamtschwerpunkt zu derselben Zeit die Abstände x^, 
$g, Sq hat. Es gilt dann nach Bd. I, S. 90 

Q . xa =fx -dO, O^y^ =jy • dQ , 6-Zo ^jz ■ (IG . 

Der Körper bewege sich jetzt derart, daß in dem bestimmten Augen- 
blick sein Schwerpunkt in Richtung der a;- Achse die Geschwindigkeit Vg 
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hat und die Einzelteile in derselben Richtung die .Geschwindigkeiten 
%, t), ... besitzen. Nach Ablauf des sehr kleinen Zeitteilchens dl 
hat dann der Schwerpunkt in der x- Richtung den Abstand x^-\- v^- dt 
und ii^ndein beliebig herausgegriffenes Teilstück des Körpers den 
Abstand x + » ■ dt. Me obige Scbwerpunktflgleichung geht damit 
über in 

Ö • {x„ + «0 . dt) ^l(x + v-dt)-dG. 
Wird die ursprüngliche Gleichung davon abgezc^n, so erhält man 
nach Hebung von dt und Division durch- die Erdbeschleunigung g 

G ■ ^ =jdG,- - oder m ■ v^ =jv ■ dm . (113) 



Schwung ^) des betreffenden Körpers bzw. Körperstückes, die in kg • sk 
gemessen wird, und kann somit aussprechen: Wird das Gewicht eines 
Körpers in seinem Schwerpunkt vereinigt gedacht, so ist die Bewegui^- 
größe des Schwerpunktes gleich der Summe der Bewegungsgrößen aller 
Einzelteile. 

Wirkt eine gleichbleibende Kraft P während der Zeit t auf einen 
Körper vom Gewicht G, so erhält er nach Formel (72) die Beschleuni- 

p 
&^^S P — 'H' 3 '•^'^ ^** ^^ ""^ Ende der Zeit ( die Geschwindigkeit 

ti = p • i angenommen. Wird dieser Wert in die Beschleunigungs- 
gleichung eingesetzt, so ergibt sich der Satz vom Antrieb'"); 

P.. = ^. (114) 

Nun ändert sich die Geschwindigkeit «^ des Schwerpunktes infolge 
der Beschleunigung j>q bzw. diejenige i; irgendeines Teiles infolge der 
Beschleunigung p; dann läßt sich wie oben für ein Zeitteilchen dt 

achreiben 

^■(v, + P^-dt)=j^-(v + p. dt) . 

Nach Subtraktion der Gleichung (113) hiervon und Hebung des gemein- 
samen Faktors dt wird 



= fdQ.^-. 



Me rechte Seite dieser Gleichung stellt die Summe aller Trägheits- 
krafte des Körpers in Richtung der x-Ächse dar. Werden femer alle 
auf ihn einwirkenden Kräfte P^, P^ . . . ebenfalls nach den drei Achsen- 

*°) Jung, JahreBb. d. deutsch. Math.-Ver. 1917. 
**) Poisson, Mecanique, ISll. 
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richtungen zerlegt in S^, Y^, Zi .. ., so gilt nach dem Satz von 
d'Alembert 



J g 



2X. 



Durch Einsetzen dieses Wertes in die vorstehende Gleichung folgt 
BchlieBUch 

P« = ?--^ (llß) 

und entsprechend für die anderen beiden Ächsenrichtungen : Der 
Schwerpunkt eines Körpers bewegt sich so, als ob er das Gewicht 
des ganzen Körpers enthielte und alle äußeren Kräfte parallel zu sich 
selbst verschoben darin angriffen*^). 

Dieser Satz bringt die Rechtfert^ung der in früheren Beispielen 
vorgenommenen Beziehung der Bewegungen und Kräfte auf den Schwer- 
punkt des betreffenden Körpers. 

Wirken auf den Körper bzw. dae Körpersystem keine äußeren Kräfte 
ein, so Uefert die Gleichung (115) p« = Ö: Wenn auch beliebige innere 
Kräfte in dem Xörpersystem auftreten, so bewegt es sich als Ganzes 
doch geradlinig und mit gleichförmiger Geschwindigkeit, wenn keine 
äußeren Kräfte vorhanden sind. Befindet sich der Schwerpunkt in 
Ruhe, so vermögen innere Kräfte nicht, ihn zu verschieben. 

Beispiel 107. Für eine Einzylinder-Dampfmcisohine von der Nennleistung 
.V, = 128 FS beii> = 42 cm Zylinderbolirung, is = 75 om Hub und n = 116 Um- 
drähungen in der l^ut« ifrt das Gewicht Q des Fundamentes zu bestinunen, 
wenn üb größte Geschwindigkeit der unvermeidhohen FuudamenteischUttemng 
infolge der Schwerpunktverlegung der hin und her gäienden Teile v, = 20 mm/^ 
uigesetzt wird. 

Die einzige äußere Kraft, die auf die Maschine einwirkt, ist der Gegendruck 
des Krdbodens auf das Fundament, der durch das Eigengewicht von Maschine 
und Fundament + Q ausgeglichen wird. Es ist also in Formel (114) P = 0, 
mithin auch die BewegungsgröBe der aanzen Maschine. Sie eetxt sich nun zusammen 
aus der Bewegungsgröße der hin und her gehenden Teile und der ent^gengesetzt 
gerichteten der übrigen Teile. Ba gilt somit 

(f--°'-')-(-p)-<« + «--' 

worin das auf die Flächeneinheit des Kolbens bezogene Gewicht der hin und her 
gehenden Teile g der Zusammenstellung in Beispiel 77 zu entnehmen ist. Femer 
gilt die Gleichung (102) 

.v,.i.i)..o.9,.,..l:iii.^'j. 

Durch Zusammenfassung beider erhält man 
") Graßmann, J. f. Math. 1842. 
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^ 0,10 t/FS einzusetzen ist. 



Rechnet man übeischlägig den Verlauf der Geschwindigkeit Vf während eines 
Hubes als parabelförmig, ho wird der Weg dea Schwerpunktes « = | - Vd ■ t , worin 

t = ^ als Schwingungsdauer einzusetzen ist. Damit wird 

e = 0,667 ■ 20- - ^ -- = 3,48 mm. 

Han erkennt hieran den Wert dea Ausgleiches auch bei einfachen liegenden Ma- 
eohisen. Freilich verringert sich. Vf, und danut a noch wesentlich durch die Mit- 
sohwingung des unter dem Fundament befindlichen Erdbodens. Die zur Auf- 
rechterhaltung der Schwingung erforderliche Leistung, die von der Maschine auf 
das Fundament abzugeben ist, betrl^^ 



N' -. 



A ^ (G + Q)- v i , 2 ^™ 
75 ■ ( 2 ■ ff ■ 75 60 

(8 1 + 12,8) • 1000 - (f - 0.020)' ■ 2 ■ 115 ^ 



(117) 



0,0435 PS. 



2 -9,81 -75 -60 

Bei einer einfochwirkenden Viertakt-Gasmaschine ist gemäß Formel (103) 
bei sonst gleichen Bezeichnungen die Leistung ATj = der der Dampf- 

maschine. Notgedrungen muß man hier jedoch eine größere Geschwindi^eit t^ , 
etwa das Doppdte, zu^ssen oder, was das vorteilhaftere und gebräuchlichere ist, 
die hin und her gehenden Gewichte mindestenH zur Hälfte durch Gegengewichte 

ausgleichen. Man erhalt so l>ei gleicher Leistung mit tj = 0,80, ^ cvi 0,17 t/FS 
für eine liegende Maschine (bei stehenden ist etwa ^ — 0,20 t/PS, bei groBeit 
Maschinen i. M. -^ c%j 0,22 t/PS) nach den Angaben in den Beispielen 77 und 93 



0,33 

'4,25 



■ 0,975 = 125 t. 



Beispiellos. Beieiru 

Stehender Dampfkessel i 



■ Eiplosion zerriß em kleiner, in einem offenen Schuppen 
L 4 Hauptstücke von den Gewichten 0, cvi 400 kg, 
ßj.>j 100 kg, 031^300 kg, 
G, cvi 120 kg, deren Ab- 
stände X von dem ur- 
irünglicben Standort 
e Fig. 170 angibt. Zu 
berechnen ist die zum 
Wegschleudern derStük- 
ke erforderlich gewesene 

ir. Wenn die drei weg- 
ären, müßte nach d^ 




Fig. 170. 



Die Aufgabe ist ohne weitere Annahmen nicht lösbi 
geflogenen Stücke gleichzeitig zur Buhe gekommen w 
Schwerpunktsatz gelten 

+ G, ■ »:, + Oj ■ JJj - 0, ■ r. = . 
Es ist aber 

+ 100 ■ 150 + 300 ■ 15 - 120 ■ 130 = +3900 mkg. 
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B folgt, daß O, unter einem flacheren Winkel abgeschleudert wurde ala 0, 
Bei dem weiten Flug dee Stückes 6, kann der Wurfwmkel a, nicht wesentlich 
Ton 46° entfernt zu etwa 40° angesetzt werden und entsprechend der des Stückes 0. 
EU etwa »4 = 30°, während das Stück O^ nahezu lotrecht, etwa unter a, = 80 
abgeschleudert wurde. Anzunehmen ist ferner, daß die Ähwurfgeechwindigkeiten 
von 6, und 6, ziemlich gleich gewesen sind. 
Aus Formel (63) folgt dann 

Jetzt liefern die Sätee von der Bew^^ongsgröße für die Bewegung in wageieohter 
Richtung den Zusammenhang 



Hieraus erhält n 



■ (-100 ■ 38,6 ■ 0,758 + 120 ■ 38,6 ■ O.STO» 3,68 m/sk. 



AnderereeitB folgt aus der Wurffonnel (63) 

vi • ain2«, = * ■ 3 = 15 • 9,81 = 147 (m/sk)«. 
Wird die erstere Gleichung quadriert und die zweite dadurch dividiert, s 



also a, = 79° 33', 
Damit wird 



1 Abschleudern der 3 Stüoke aufwendete Arbeit 



A = »-Traf ■ *^^ ' ^'^' + ^^ " ^•*' + ** " ^■^'' 
= 7680'+ 9110 + 6300 >^ 23 000 mkg. 

Beispiel 100. Zu berechnen ist das Wanken einer 
2 B-Schnellzuglokomotive, deren hin und her gehende Ge- 
wichte von zusammen Q, = 640 kg durch umlaufende Gegen- 
gewichte nur zu 9J = 0,16 ausgeglichen sind. Die Lokomotive 
wi^ betriebsmk&ig einsohUeBlicb dee straff gekuppelt«n 
Tenders G'^SOt, der Kolbenweg beträgt « = 0,60m"*). 

Wenn beide um 90° gegeneinander versetzte Kurbeln 
die 46°-Stellui^ haben (Fig. 171), so hat das hin und her 
gehende Gewicht beider Lokomotivaeiten die äußerste Lage 
noch vom. Bei Drehung beider Kurbeln in die entgegen- 
gesetzte Stellung liegt es am weitesten zurück, und zwa 
schied 2 ■ r ■ cos 45° = 0.707 ■ «. 

Da diese Verlegung nur von inneren Kräften herrührt. 



OJOTS 


/\^ 


?\ 


V 

'/--■ 


N 



beträgt der ünter- 

I wird die Bewegung 
des Ge«amtschwerpunktes der Lokomotive davon nicht beeinflußt. Er wankt 
also bei jeder Umdrehtmg einmal nach vom und einmal nach hinten um den Betrag 
(1 -y)-Qi .m(yj-:,= 0.84 ■ 540 • 0,707 • 600 ^ 



" - O, ■ (1 ^ 9-) 



■ 0,707 ■ 



StBpban, Taohnlacbe Heobuilk. in. 



= 2,4 n 
10 
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Es seien in Fig. 172 Ä und B zwei benachbarte Punkte der Bahn 
einer ebenen Bewegung, deren Abstand AB in der Zeit dt zurück 
gelegt wird. Die G^chwindigkeit v hat eich aul dem Wege in « + dv 
geändert, die durch Znaammensetzung von ti mit einer Geschwindig- 
keit p ■ dt entstanden gedacht werden kann (vgl. S. 71). In bezug 
auf den augenblicklichen Fol O gilt nun die Momentgleichung 

vr + (vdt).a = (vdv)-(r + dr). 
Hieraus ergibt sich nach Auflösen der Klam- 
mem mit Vernachlässigung der kleinen Grö- 
ßen zweiter Ordnung 

d(v-r) 

oder nach Erweiterung mit der Masse — 

des betreffenden Körpers oder Körper- 
systems 




Fig. 172. 



6-^-a= P-a = 



dt 



(118) 



Da der Momentensatz für jeden beliebigen Punkt in derselben Ebene 
gilt (Bd. I, 8.59), so kann man aussprechen^): Die Änderung des 
Momentes der Bewegungsgröße nach der Zeit ist gleich dem augen- 
blicklichen Moment der Kraft für jeden behebigen Pol. 

Bezeichnet F die von einer beliebigen Anfangsstelle Ä^ aus von 
dem Fahrstrahl OA bei der Bew^ung bestrichene Fläche, so ist 



ABO = 
G- 



dF = i- 



■ vdt, 



2 ^ ^. 
g dt 



(119) 



Das Moment der Bewegungsgröße ist gleich dem doppelten Produkt 
aus der Masse und der Flächengeschwindigkeit. 

Damit wird nach der S. 10 erörterten Schreibung bei Zusammen- 
fassung der Gleichungen (118) und (119) 

P.» = 2.?*^. ,120, 

9 dt^ 

Das Moment der Kraft ist gleich dem doppelten Produkt aus der Masse 
und der Mächenbeachleunigung*'). 

Beispiel 110. Bei einer Zentralbewegung sei die einzige vorhandene Kraft P 
immer nach dem Mittelpunkt gerichtet (Planetenbewegung). Dann ist a = 0, 

und die Formel (120) ergibt also -r-j = 0. 
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Die Integration liefert nun 
dF _ 

ZT.- — ^l 



und J' = C,-t + C,. 



In gleichen Zeiten werden gleiche Flächen bestrichen''). 

Die Flächensätze gelten nur für starre Körper. Wenn auf einen 
nachgiebigen Körper auch keine äußere I>rehkraft wirkt, so kann doch 
durch innere Kräfte eine Drehung bewirkt werden, 

Betspiel 111. Eine Katze, die mit dem Rücken nach unten frei fällt, dreht 
eioh durch bestiminte Bew^ungen dee Körpers doch wieder bo, daB sie mit den 
Seinen nach unten ankommt'*). 

Multipliziert man das dritte Glied des Klammerausdruokes in 
Formel (97) mit Ax, so erhält man eine Arbeitsgröße. Umgekehrt 
kann man setzen 

„ Sf,_dA 

und A kann ja nach Fonnel (111) als Arbeitsvermögen des betreffenden 
Systemteilea aufgefaßt werden. 

Ebenso kann die Trägheitskraft des ersten Klammergliedes auf- 
gefaßt werden als Differentialquotient einer Bewegungsgröße nach der 



,0.v 



dt 



Zeit: 



Die durch Formel (97) vorgeschriebene Summierung über das ganze 
System ergibt dann den für das sofortige Anschreiben mancher Ansätze 
sehr bequemen Satz'*"): Die zeitliche Änderung der Bewegung^öße 
eines Systems oder eines Systemteiles vermindert um die räumÜche 
Änderung des Arbeitsvermögens ist gleich der äußeren Kraft. 



12. Die Momente zweiter Ordnung. 
Es sei in Fig. 173 O eine beliebige, senkrecht zur Zeichenebene 
verlaufende Achse, durch die in der Zeichenebene die beiden senkrecht 
aufeinander stehenden Bezugsachsen der x- und y- Richtung gele^ 
sind. Femer ist d m ein beliebiges Massenteil- 
chen eines mit der Achse starr verbundenen 
Körpers von der Gesaratmasse 
_ Ö^_ 
~ 9 ' 
Man bezeichnet dann die Ausdrücke 
S=jr-dm, S,^jydm, 
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genommen über den ganzen Körper, also auch in allen zur Zeichen- 
ebene parallelen Ebenen, als statiBches Moment des Körpers in 
bezug auf die Ächae O bzw. in bezug auf die Gnmdebene der x und y. 
Nach dem Schwerpunktaatz ist 

9 9 9 



(121a} 



wenn r^, x^, y^ die betreffenden Abstände des GesamtBchwerpunktes 
von der Achse bzw. den Grundebenen angeben. Damit Ist die Größe 
der statischen Momente nach den Angaben in Bd. I, Abschnitt 13 be- 
stimmt. 

Man rechnet hier — wenigstens in den Ausgangsformeln — nicht 
mit den Gewichten, sondern mit den Massen, weil dann der Körper 
um die Achse behebig gedreht werden kann, ohne daß diese Mo- 
mente erster Ordnung dabei ihren Wert ändern. Maß des statischen 
Momentes ist das kg ■ sk^. 

In gleicher Weise kann man die Momente zweiter Ordnnng 
bilden : 

J=lr\-dm, J^ = l'y'-dm, Jg = (x^-am, (122) 
die auch als Trägheitsmomente des betreffenden Körpers in bezug 
auf die Achse bzw. die Grundebenen der x und y bezeichnet werden*^). 
Sie werden gemessen in mkg ■ sk^. 

Aus der Erklärung folgt ohne weiteres, daß das Tri^heitsmoment 
eines aus mehreren Teilen zusammengesetzten Körpers in bezug auf 
eine bestimmte Achse oder Ebene gleich der Summe der Trägheits- 
momente der einzelnen Teile in bezug auf dieselbe Achse oder Ebene ist. 

Nach dem Satz des Pythagoras ist nun (Fig. 171) 



also 



J =j{x^ + 



y^) ■ dm = Ix^ • dm +jy^ • dm 



(123) 




Fig. 174. 



In Fig. 174 wird das Trägheitsmo- 
ment des Körpers von der Masse m be- 
zogen auf eine durch den Schwerpunkt 
S gehende Achse: J, — fr*-dm, Eine 
zweite, zur ersteren parallele Achse 
habe in Richtung der beUebig gewählten 
a^-Achse von ihr den Abstand a. Dann 
gilt entsprechend in bezug auf diese 
Achse 



Nun ist wieder nach dem Satz des Pythagoras 

r\ = {a + x)^ + y^^a'' + 2-a-x + 2 
oder r', = a'^ + 2-a-x + r^. 
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Damit wird 

J" = flS .Jdm + 2-a-fx- dm +/r« ■ dm . 
Htm ist nach Bd. I, 8. 90 in beziig auf jede Schwerachse 
lx-dm = (i, 



J =J,-\ a« . (124) 

9 
Aus der Formel (124) folgt, daß das Trägheitsmoment in bezug auf 
die Schwerachse das kleinst« von allen in bezug auf parallele Achsen 
angebbaren ist. 

Alle durch den Umfang des in Fig. 174 gestrichelten Kreises gehen- 
den parallelen Achsen ergeben dasselbe Trägheitsmoment, gleichgültig, 
welche Form der Körper hat. 

Sind Jj und J^ die Trägheitsmomente 
zweier Körper in bezug auf ihre par- 
allelen Schwerachsen S, und Sg, so er- 
gibt sich das Trägheitemoment des aus _ 
beiden zusammengesetzten Körpern in 
bezug auf die zu den beiden ersten par- 
allele Achse S durch den gemeinsamen 
Schwerpunkt (Fig. 175) zu 

J, = J, + ~i . oj + J, -1- ^'- . d'. . 
9 9 

Kun ist nach dem Schwerpunkteatz in bezug auf die durch S^ gehende 




Fig. 175. 



(öl + Gg) • «1 = G 
und ebenso in bezug auf die durch i 

(Öl +G,)-a,^0 
Hiermit folgt leicht 

J> = Jr + J^+ , 



. o + Gl ■ 
; gehende Achse 



Gl ■ öa_ 
" öl + Gj 



BelHpiel 113. Enteprechend der Berechnung der Btatischen Mo- 
mente in Bd. 1 sollen für eisige einfache homogene Körper die 
Trägheitemomente bestimmt werden. 

1. Prismatischer Stab (Fig. 176); In bezug auf eine senk- 
recht zur Stabachse durch die Endfläche Ä gelegte Bezugsachse 
erhält man, da zur Länge äx von der Stabmaese m der Anteil 



gehört. 



j.u.^ ■, 
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j= A.-"-.|.. 



In bezug auf eine gegen die Staboohse um den Winkel « geneigte, dnroh die 
Endfläche Ä gelegte Achse erhält man mit den Bezeichnungen der Fig. 177 



=/("• 




2. Dünnwandiger Beifea oder Hoblzylinder (Fig. 178): In bezug auf 
die Schwenichse des Reifens oder HohlzjUnders ist 



J. =/r' 



■ dm = r 



■/dm 



. ■ D* 

■'■-•»■''-^., ■ (™) 

In bezug auf eine Schwerebene ist nach Formel (123) 
Q- D» 

■-Ü-- (■»> 

3. Voller Kreiszylinder (Fig. 179) von der Länge I: In bezug auf die 
Schverachse des Zylinders ist 



J, = J, = -- 



■J^-i 



worin dm die Masse des beliebigen Hohlzylindera vom Halbmeaaer r und der 
Stärke dr ist. Sie verhält sich zur Gesamtmasse des Zylinders wie die zugehörigen 
Flächen in dem Querschnitt der Fig. 179 
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-] D' 



PQr einen Hohlzylinder v 
esser d ergibt üch so 



= 1.^1^". (131) 

2 ig 

1 AuBendurchmesaer D und dem Inuenduroh- 
■ ■ (ö, ■ D> - O, • d*) . 



Nun ist daa Oeeamtgewioht des Hohlzytinders 



Ans beiden Oleichungen lolgt leicht 



tind duroh Einsetzen in die Ausgangsgleichung wird 

4. Kugel. Die Kuaelkalatte von der Höhe h <Fig. 180) wird durch Schnitte 
senkrecht zui 8ohweracnBe in sehr dünne Scheiben vom. Rauminhalt n • y^ ■ dx 
zerlegt. Die Masse einer solchen Scheibe ist demnach 



und ihr Trägheitsmoment in bezug auf die Schi 
»chse nach Formel (131) 

<IJ. = J-dm-(2y)'. 
Nun ei^bt das gestrichelte Dreieck der Fig. 

y'=x-{'2r-x), 
und damit wird 

h & 

•'■-/"■'■ -M--^ ■/(*'■ 




ßä ' 


(S- 


Ä» ■ z>= - 


a-D' 

i-g 


[.. 


(i)"-« 



worin O das Gewicht der ganzen Kugel angibt. 
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Setzt man jetzt h = ZI,bo erhält man das I^gheitemoment der ganzen Kugel 

IW die Hohlkugel vom Innendurchmesaer d gilt hiernach 
, _ 2 1 ,^ „. ^ ,., 



0, - Gg = G, ■ I J - 
das Gewicht dei Hohlkugel. Damit wird 



Sämtliche vorstehenden Formeln laeseD sich zurückführen auf die 
gemeinsame Form 

J, = -^-G-D^. (136) 

Man kann nun den Zahlenwert ^ mit dem Gewicht Q zusammenfassen, 
wobei man als D den Außendurchmesser des betreffenden Körpers 
einsetzt, und nennt dann ^-O das auf den Umfang bezogene 
Gewicht. Ebenso kann man auch mit dem vollen Wert des Gewich- 
tes G rechnen und i? • D^ zusammenfassen. Man nennt dann D ■ y# 
den Trägheitsdurchmesaer des Körpers"). 

Das Produkt ö ■ Q ■ D^ heißt das in kg ■ m'^ gemessene Schwung- 
moment des Körpers. Die Angabe der Größe G ■ D^ mit dem ganzen 
Gewicht und dem Außendurchmesser des Körpers an Stelle des Träg- 
heitsdurchmessers ist fehlerhaft imd wertlos. 

Ein weiteres Moment zweiter Ordnung, das in bezug auf die Achse 
der Fig. 173 gebildet werden kann, ist 

C^=jx-ydm, (137) 

wenn die Richtung der in Fig. 173 senkrecht zur Zeichenebene ver- 
laufenden Achse als die s-Richtung bezeichnet wird. Entsprechend 
lassen sich angeben 

C^ =jx • z • rfm , Ct = (y- z- dm . 
Man nennt dieseWomente, die die Produkte der Koordinaten aller 
Massenteilchen des Körpers in bezug auf zwei von drei aufeinander 
rechtwinkligen Grundebenen mit den Massenteilchen selbst enthalten. 
Zentrifugal momente. 

M) Poinsot, J. de Math. 1851. 
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Sind X und y die Koordinaten eines Maesenteilchens dm dee Körpers 
in bezug auf zwei der drei eenitreclit zueinander durch den Schwer- 
punkt 8 gelegten Bezugsachsen und soll da« Zentrifugalfiioinent bezogen 
werden auf eine zur (^tten Schwerachae parallele, die von der ersten 
die Abstände a in der x-Bichtung und h in der ^-Richtung hat, so gilt 

C. =/(a ^x).{h±y).am 

= f(a'6±a-y±6-3; + a;'j)' dm . 
Für den Schwerpunkt ist nun aber 

\x ■ dm =jy ■ dm = . 



(138) 



Ebenso ergibt sich bei der Zusammensetzung eines Körpers i 
zwei gegebenen eniaprechend Formel (125) 

Ist der Körper zu einer der beiden 
Bezngsebenen des betreffenden Zentrifugal- 
momentes symmetrisch {Fig. 181), bo läßt 
sich zu jedem dm ein zweites angeben, das 
dieselben Koordinaten x , j/ hat, die eine jedoch, 
z. B. y, mit dem umgekehrten Vorzeichen, so 
daß die Summe sich aufhebt. Das Zentri- 
fugalmoment hat also den Wert 0. Das gilt 
aber nicht mehr, wenn die zweit«Hälft« gleich 
der ersten ist, aber die umgekehrt« Lage hat, 
wie in Fig. 181 gestrichelt. 

Beispiel 118. Zu beatimmen ist das Zentri- 
fugalmoment einea Quaders in bezug auf i 



r Aul 



■n (Fig. 182). 

(Ix • dy ■ dz 




c.^f 



■hj' 
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Beispiel 114. Das Schwungrad einer Walzwerks- DampfmMchine hat die in 
Fig. 183 angegebenen Abmesaimgen. Anzugeben ist sein Sohwongmoment in 
bezug auf die Brehachse. 

Die Rectmui^ enthält die folgende Zusammenstellung. 



Nr 


Itil 


Fdm' 


kg 'dm' 


OU 


# -D'dm' 


9-Q.D' 
m-kg 


1 


Schwung. 


|- . (63' - 56,6)' • 3,3 


7,25 


16500 


f,e..[i + (^)V». 


582780 


2 


Arme 


8 -2^ -0,45 -(55,6 -9,2) 


7,85 


2820 


J ■ (55,6 - 9,2)» = 4008 


U3026 


3 


Arm- 
soheiben 


2.|-.(16,2'-8,2")-0,65 


7,25 


1460 


i-.«..|. + (M)-],,„ 


2327 




Rippen 


4-0,5-3- (16,2 -8,2) 


7.26 


350 


( -(IM« -8.2') =260 


910 


4 


Nabe 


^.(8,2» -4,3») -6,5 


7,25 


1800 


i-.-|' + (g)1 =« 


738 


5 


Welle 


j . 4,3* ■ 35 


7,85 


4000 


i ■ 4,3' = 9 


360 


1 


26920 


700140 




Die Arme und Nabe des Sehwungrades ohne die Welle vei^ößem das Gewicht 

22920 
des großen Schwungringea auf das s^rjüi = 1>39 fache. 

Berechnet man da« Schwungmoment des Binges einfach nach Formel (129) 
für den dünnwandigen Beifen, so wird 

ö ■ ö ■ D' = 1 ■ 16500 ■ (6A+_¥?)' ^ 580 220 m' ■ kg , 

also nur um 0,44 v.H. zu klein. 
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Die Arme, Nabe und Welle vergrößern 
dieses Schwungmoment auf daa 
'00140 _.„,.„,. 



Der Anteil der Welle ist trotz ihrea hohen 
Gewichtes verschwindend gering, 

Beispiel 116. Anzugeben ist das Schwung- 
moment des in Fig. 184 dargestellten Qas- 
maschinenschwungradee, wenn gegeben ist 



B = 


280 


m. 


b 


= 28o 


m. 


ö, 


= 24e 


m. 


h- 


5 


am. 


A. 


= 15 


m. 


Jh 


= 5e 


m. 


also 






D" 


= 255 


cm 


-siO,91-D, 






d = 


17 


m, 




32 

56 


m, 


^0,20 


D 




io = 


= 30o 


m fvj 0,75 


d. 


1 = 


= 99c 


n. 




«« = 


= 11,2 


om 


-^tV 


-D, 










Es ergibt sich die folgende Zua 



Nr. TeU 


Fdni' 


tf-D-dm" 


ö-7-7,25.D« 
m'ki 


1 Schwungrii^ 


:i-25,5-{2,8-l,0 + 2,4-l,5) = 513,0 


25,5» = 650 


33176 


2| Arme 


6-^- 1,87- 1,12-9,9 = 97,7 


|-(23»~5.6') = 6Ö4 


4703 


3 1 Annansatz 


w 1,2 -1,6 -4,4 = 24,9 


4,4' = 19 


34 


4 Nabe 

1 


^ ■ (3.2» - 1,T) ■ 3,0 = 17,3 
* 652:9 


J- (3,2» + 1,7»)= 6 


7 
37920 



O = 652,5 ■ 7,25 oj 4735 kg . 

Die Arme und Nabe vergrößern das Ge- 
wicht des schweren Schwungringe« von klei- 
nem Durchmesser um das 



652,9 



1,27 fache. 




= 1,20 fache. 



513,0 
das Schwui^pnoment um das 
37920 
33175 
Beispiel 116> Zu berechnen ist das 
Schwungmoment eines au^espannten Drah- 
tes oder Seiles von der freien Lange E und 

bezug auf die durch die Befestigungspunkt« gellte Achse (Fig. 166). 
Nach den Angaben in Bd. I, 8. 143 gilt 

" 2-8 ' ' S-8 



--dq 



Pig. 185. 
Durchhang / in der Mitte i 
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femer ist 

»■G-r = 2-j-dq-y' = 2-j{q- dx) ■ (-^ ■ :i ■ (J - *)) . 

*.' 

jdx ■ (x* ■ i* - 2x^/ 1 + ^) 



2_^ 
4-5« ■ 



~" 4-5* \,3-8 4.16^5.32/ 120-5= 1,875 ' * ' 
mitbin 

» = 0,533. 

13, Die Drehbewegung. 

Auf einen um die Achse O drehbaren Körper wirke dauernd in 

gleichem Drehsinn und gleichbleibender Stärke das I>rehmoment M, 

das aus der algebraischen Summe der treibenden und widerstehenden 

. Einzelmomente entstanden ist. Der Körper 

j^ I macht dann eine gleichförmig beschleunigte 



0= 



^ j. Iz Drehbewegung, und auf ein beliebig herauB- 

^^ " gegriffenes Massenteilchen dwt im Abstände r 
Fig. 186. von der Achse (Fig. 186) wirken in einem be- 

stimmten Äugenblick ein: nach außen in BJch- 
tung von T die Schleuderkraft Z — dm-r- <o^, senkrecht zu r entgegen- 
gesetzt zur Drehrichtung die Trägheitskraft P^dm-r-e. Hierin 
gibt a> die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit und e die gleich- 
bleibende Winkelbeschleunigung an. 

Nach dem Satz von d'Alembert müssen die am Körper wirkenden 
drei Drehmomente in bezug auf die Drehaehse zusammen ergeben: 

+ M -lP-r + Z-0 = 
oder mit dem obigen Wert von P: 

M ^e-fdm-r", 
also nach Formel (122) bzw. (136) 

M ^e-J = -^- (&-Q- D'^). (141) 

Aus diesem den Formeln (70a) bzw. (69) entsprechenden Zusammen- 
hang erklärt sieb die Bezeichnung Trägheitsmoment bzw. Schwung- 
moment. 

Durch die Integration der Gleichung 
d<o M 
^ ~ dt ~ J 
erhalt man das Gegenstück zum Satz vom Antrieb (Formel 114): 

ig 
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Zu der Zeit, wo der Körper die Winkelgeschwindigkeit (o besitzt, 
beträgt sein Arbeitavemii^en nach Formel (111) 



Die Leistung ergibt sich mit u ^= r ■ tu zu 
N = P.v= P-r.<o 
oder 

N = M-<ü. (144) 

Wird die Drehbewegung hervorgerufen durch eine am Umfang des 

etwa zylindrischen Körpers vom Halbmesser r angreifende Kraft P, 

gegebenenfalls durch ein herumgelegtes Seil oder dgl. (Fig. 187), so gilt 

nach Formel (141) 

p . r = -■(»?■ Ö ■ »■*) 

g 

oder mit der Umfangsbeschleunigung p - 

p^&.G-^. . (145) Fig. 187. 

Das ist die für die fortschreitende Bewegung geltende Formel (69), 
wenn nur statt des wirkhchen Gewichtes das auf den Umfang be- 
zogene # ■ eingesetzt wird. In allen Fällen, wo fortschreitende und 
Drehbewegungen gleichzeitig vorkommen, empfiehlt sich die Rechnung 
mit Formel (145). 

Hat der Schwerpunkt eines Körpers vom Gewicht in einem be- 
stimmten Äugenbhck die fortschreitende Geschwindigkeit v und führt 
der Körper gleichzeitig eine Drehbewegung mit der augenblicklichen 
Winkelgeschwindigkeit a> um eine durch den Schwerpunkt gehende, ihre 
Richtung nicht ändernde Achse aus, so ist nach dem Prinzip von der 
Summierung der Wirkungen das Arbeitsvermögen 

oder 



a^}-.:L. 



(146a) 



1 



v^+\ 



■ Y& ■ 



(146 b). 



Einen unmittelbaren Nachweis ergibt die 
Fig. 188, worin die x-Achse als Drehaehse 

gewählt ist. Die Seitengeschwindigkeiten 
des beliebigen Teilchens dm nach den 
drei rechtwinkligen Achaenriohtüngen sind 
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w^^+v^ + r 



also ist die Gesamtgeschwindigkeit gegeben durch 

w^ = vl + vl + vl+(r- CO)* . (cm^ß + ein*^) 
-\- 2- Vy- r- CO ■ coa^ — 2 ■ w, ■ r ■ o) - sin^ . 
Damit wird 

^.am-w^ = i.v^.dm + i.(r.a,)^.dni 

+ 2 ■ 0) • (w„ ■ z ■ dm — v,-y- dm) . 

Bei der Summienmg über den ganzen Körper fallen für die Schwerachse, 
aber nur für diese, die beiden Ietzt«n Glieder weg und man erhält die 
Formel (146a). 

Beispiel 117. Zu berechnen ist der Ungleichfönmgkeit^iTiul des in Beispiel 115 
angegebenen Sohwungradee für die in Fig. 159 dargestellt« DrelikraftkuTve dei in 
Beispiel 95 bezeichneten Gleichdruck- Gasmaschine- 
Wenn die Maschine eine Dynamomaschine oder eine Werkstätten-Hauptwelle 
antreibt, so ist das widerstehende Moment unveränderlich nnd sein Druck q' 
ergibt sich bei der Höchstleistung der Maschine, wenn q^ = S,l at der mittlere 
Druck des Gasdruckdiagramms der Fig. 167 vom Hub a ist, aus der Beziehung 

q' = -^"- = 0,154 ■ q^ = 1,25 at, 

der bereits in die Fig. 159 eingetragen ist. 

Die größte überschieQende Fläche, die nach den Angaben am ScUuB des 
Beispiels 94 die vom Schwungrad aufgenommene Arbeit darstellt, ist mittels der 
Trapezregel bestimmt la Ä = 190 mm°, das sind nach den Angaben in Bei- 
spiel 95 

A = \m- 1425 • ^ = 190 ■ 34.8 = 6610 mkg. 

Das Arbeitsvermögen des Schwungrades, dos bei Beginn der Arbeitsaufnahme 
seine kleinste Winkelgeschwindigkeit tumiD und am Ende der Arbeitsaufnahme 

die größte lumax besitzt, steigt dabei gemäß Formel (143) um 

^ = — . (o,» - o,' ) = J (ü,„„ - aimin) . 



als mittlere Winkelgeschwindigkeit des Schwungrades und 

worin It der Ungleichförmigkeitsgrad des Schwungrades ist, der Quotient aus der 

größten Änderung der Winkelgeschwindigkeit durch die mittlere. Damit wird 

Ä = J-<oy,-S. (147) 
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967 ■ 18,86» 62 
für die Eünzylindermaachine, 

Bei einer ZweizylindennaBohine hat g' die doppelte Höhe, ferner iat nach 
Fig. 160 

^ = 142 mm' = 112 - 34,8 = 4940 mkg. 
Damit wird bei demselben Schwungrad und derselben Umdrehungazf^ der Maechine 
4940 1^ 

967 ■ 18,85 ~ 69 * 
Gewöhnlich wird die Aufgabe umgekehrt gestellt, für eine beetinuute Mafichine 
die Abmessungen des Schwungrades anzugeben bei vorgeHchriebenem Ungleich- 
förmigkeitsgrad d . Ihre genaue Lösung wird erhalten, indem man dann aus For- 
' mel (147) J ausrechnet und beachtet, daQ bei den gebräuchlichen Ausführungen 
vom Durchmesser D = 5 « die Arme und Nabe des Trägheitsmoment des Ringes 
um rund das l,20fBche vergröäera, während sie das Gewicht bei Dampfmaschinen- 
schwungrädem i. M. um das 1,22 -r l,20fache, bei Gasmascbinenscbwungrädem 
um das 1,25 ~ i.SOfacbe erhöben. 

Das Verfahren ist selbst bei sehr großem Ungleichförmigkeitsgrad, wo also 
die Winkelgeschwindigkeit stark von der mittleren q>_ abweichen kann, für die 
Zwecke der Praxis vollkommen genau"). 

ÜberschJägige Abmessungen ergibt die folgende Überlegung; Die Überschuß- 
flache A des Drehkraftdiagramms ist annähernd ein feststehender Bruchteil 0, 
der gesamten von dem Dampfdruck geleisteten Arbeit: 

worin D in cm und a in m einzusetzen ist, wenn g„ wie gewöhnlich in at angegeben 
wird. Andererseits ist die Gesamtleistung der Maschine nach Formel ( 103) 



Festwert bezeichnet 



Die Gleichung (147) läßt sich nun schreiben 

^- ■'■"■"■■•■-'V a. 

9 
Durch Gleichsetzen beider Ausdrucke erhält man mit & = 1,20 das erforderliche 
Gewicht des Schwungringes aus 

worin V die Umlaufgeschwindigkeit des Schwerpunktes der Querschnittfläche des 
Ringes darsteUt**). 

■>) Proeil, Z. d. V. d. I. 1906. 

") Eün anderes Verfahren mit Benutzung des Dampfdruckdiagrammes unter 
Verwendui^ einer Hilfskurve gibt Feigl, D. p. J, 1911. 



Digitized^yGOOgle 



Die Gruiid1elii«n der Dynamik. 



Die aus dar Aufzeichnung ei 
Werte von C in Abbangigkeit v 

des BeaohleunigungBdruokee q %< 
Stellung"); 



sr Reihe von Drehkraftdiagrammen*^) erhaltenen 
□ der Füllung dea Zylindeim und dem Verhältnis 
- Eintrittdampfapannung y, gibt die Zusammen- 



zylinder-Dampfmasehine ohne Kondei 



nUlimg 


S5"kSD(' 


- - 0,05 


0,1 


0,2 


0,3 


0,4 1 0,5 


o,e 


V. 


0,7 g, 



9600 
8600 


8700 
7700 


7200 
6300 


6100 
5200 


Ö500 
4500 


6300 
4200 




'/* 


0,7 g, 



9000 
8600 


8300 
7900 


7200 
6800 


6300 

6800 


6000 
6300 


6000 
6400 


6200 

6800 


Va 


0,7 g, 



8600 
8300 


8100 
7800 


7100 

6900 


6500 
6300 


6300 
6100 


6300 
6000 




V. 


0,7 g, 



7800 
7600 


7500 
7400 


7000 
7000 


6900 
7000 











Einzylinder-Dampfmas 


chinen 


mit Kondensation. 




nuiuna 


dradEDM 


1^ = 0.05 


0,1 


.,» 


0,3 


0,4 


.,. 


0,8 


Vm 


0,3 g, 



10000 
7600 


9100 

6700 


7500 
5100 


6400 
4500 


5700 
4600 


5300 
5400 


5200 
7100 


V. 


0,3 g, 



9700 
7500 


8800 
6800 


7400 

5400 


6500 
4800 


6000 
4600 


5700 
4900 


4800 

6700 


V, 


0,3 g, 



8900 

7500 


8300 
7000 


7100 

5800 


6400 

6000 


6100 
4900 






Vj 


0,3 g, 



8500 
7500 


8100 
7100 


7200 
6200 


6400 

6400 


6100 

6000 






'U 


0,3 g, 



8000 
7300 


7800 
7000 


7400 
6600 


7000 
6200 


6600 
5900 


6200 
5600 




V. 


0,3 g, 



7500 
7100 


7400 
6800 


7000 
6700 


6900 
6600 


6900 
6600 


6800 
6400 


6800 
6300 



Für Einzylinder-Viertaktgasmaschinen ergibt sieh entsprechend**) 
C = 90 000 ■ (0,76 + c) 
mit c = 0,25 -;- 0,35 für Leuchtgas, 

0,40 -^ 0,50 „ Generatorgas, 

0,30-; 

0,10-; 



0,40 „ Petroleum. 
0,20 „ Benzin, Benzol, 



0,48 -;- 0,52 



Dieselmaachinen. 
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Für andere Bauarten ist C mit dem Faktor dei Dachsteheadeii Ziisammenatellung 
zu multiplizieren*"). 



BsOMt 


Tiertain 


ZwelUkt 


& 


1,0 


0,40 


e3 


0,425 


- 


E^ 


0,60 


0,063 


>-i-Hai 


0,60 


0,06 


f:;:^ 


0,155 


0,03 


>-» 'CBCB 


0,08 


0.07 


^JLS^ 


0,035 


0,025 



Beispiel 118. Der Dettmarsche ÖlprOfer besteht aus einer .kurzen Welle, 

die von dem bei allen Untersuchungen zu benutzenden L^;er umgeben ist, und 
zwei Schwungrildern (Fig. 1S9). Ihren Antrieb erhält die Maschine vermittels 
einer leicht lösbaren Kupplung gewöhnlich von einem Elektromotor. Es ist 



1 = 



D = 23 Gl 



femer das Gewicht der Welle nnd Schwungräder & = 46 kg und ihr Trägheits- 
moment J = 857,5 cmkg/sk*. 

Nach Erreichen des Beharrungszustandea von Ol und Li^r wird die Welle 
vom Antrieb abgekuppelt und die infolge der Reibungskraft fi • Q abnehmende 
Unilaofzahl bis zum Stillstand in gleichen Zeitabschnitten aufgenommen. 

Die Gleichung (141) liefert nun mit ot = „ 



" 30 



dt 



Mit den obigen ZaUenwerten ist c = 1,33. 

Man hat also ans der aufgenommenen Auslauf- 
kurve die Differentialkurve zu zeichnen. Sie ist dann 
im Maßstab 1 : 1,33 die Kurve der Reibungsziffer"), 

Beispiel 119. Anzugeben ist die Änderung der 
Leistung und des Drehmomentes einer Kolbendampf- 
maschine mit der Umdrehungszalü "°). 

Das Drehmoment der Maschine ist 
stand festgebremst wird; es ist Null, n 



+ 



1 Abhängigkeit 't 



an sie durch den Wider- 
durchgeht. Sein stetiger Verlauf 

der Winkelgeschwindigkeit tu = —^— ist etwa durch die 



I. leclmische Mechanik. III. 
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Kurve M der Fig. 190 wiederg^eben. Die Leistung der Maschine beträgt nach 
Pormel (144) 1^ = M ■ a> mkg/ek, deren Veriäuf die Kurve S daretellt. 
Der Wert (u„ , dem der Höchstwert Nmax zugehört, wird erhalten auB 



dN _ d{M-<a) _ 



l dM \ 



+ M^ 




die Neigung der an die Jlf -Kurve 
bei o}„ gelegten Tangent« gegen 
die wAehse, und die vorste- 
hende Gleichung ergibt dann. 

= *«?' = -— • 

Wie die Fig. 190 zeigt, wird die 

in dem fraglichen Punkt A an 

Fig. 190. die M-Kurve gelegte Tangente 

BC durch A halbiert. 

Ist Jfg das größte Moment Im Augenblick des Featbremsens cxier auch des 

Anfahrens, so kium mindestens näberungsweise at^setzt weiden 



n der Jf -Kurve eigentümlicher in 



sk gemessener Beiwert ist. Es ist also 



Setat man diesen Ausdruck in die obige Gleichung für tg ?> e 
2 ■ <ü^ ■ c* ■ Jtf„ = Jfmai = Jlf„ ■ (1 - c' ■ <"'J 
Hieraus bestimmt sich der Beiwert 

= 1 
Damit erhält man 

M=M,-{i-y.-'^2\. jf„=|. 



i--;--^ 



iVn„x = -'- ■ Jf„ ■ 



Ferner ist für Jf ^ die größte Winkelgeschwindigkeit 



Ist etwa die Höchstleistung 
keit (u„ durch einen Versuch 
schwindigkeit la 



,x und die zugehörige Winkelgeschwindig- 
■ "■ folgt für irgendeine andere Ge- 



-s'-A'„..--;--^- 
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Bei LokomotiTen oder Kraftwagen iat 
nnd ebenso die Zugkraft P = - — , wenn 
Die obigen Formeln lB,8Ben eich demnach i 



ja die Fahrtgesohwindigkeit v = r ■ w 
r der Halbmesser der Treibrader ist. 
Jimittelbar für diesen Fall verwenden. 



Beispiel 130. Ein Zahnrad von z, = 20 Zähnen und der Teilung i = 0,7 - . 
das mit n — 1050 Umdrehungen in der Minute umläuft, habe mit der Welle und 
den darauf befestigten Teilen das Schwungmoment & -O- D' = 12 m' ■ kg, die 
Verzahnung habe eine Ungenauiikeit von « = j^ mm. Anzugeben ist die da- 
durch entstehende zusätzliche Belastung der Zähne '^'"). 

Es igt das auf den Umfang bezogene Gewicht des Rades mit Welle 



■0 = 



12 



12 



12 



r = 62 kg. 



Da die infolge der Ungcnauigkeit auftretenden Schwankungen von SinuBSchwin- 
gungen nur wenig abweichen können, so ergibt die Formel (29) die größte Be- 
schleunigung bzw. Verzögerung im Teilkreis (vgl. Beispiel 34) zu 

K-«^' ^20- 1050\' 1 „,„. ,., 

Damit wird nach Formel (70) der entstehende Zahndruck 

Beispiel 121. Sine Last Q = 5 t soll 
durch eine Kranwinde mit der Beschleunigung 

p = 0,5 m/sk* angehoben werden. Anzugeben 
ist das Drehmoment M, das der Antriebs- 
motor zu liefern hat. 

Sind die Trägheitsmomente der mit den 
drei Wellen des Triebwerkes verbundenen 
Räder usw. Ji,J,,X (Fig. 191), so gut gemäß 
Formel (141) M = 2{J ■ e). Dabei, muß be- 
achtet werden, daß Räderübersetzungen die 
Drehmomente im Verhältnis der Übersetzung 
verkleinern (Bd. II, S. 124) und entsprechend 
die Winkelgsechwindigkeiten und -beschleunigungen 



= A--o + A-^'--i + A- 



~^i 



'a+0 




und 






J, = 




Damit wird 


"') 






Jf = 


QD 

2 


dl 


' 'D 


+ i 




+ &, 


■Ol 


DJ- 



. J_ . (e ■ 2)2 -H öj ■ öl ■ BS ■ 



>") Noack, Z. d. V. d. I. 1920. 

10») Pfleiderer, Dynamische Voi^nge beim Anlaufen -s 
besonderer Berücksichtigung von Hebemaschinen, 1906. 



1 Maschinen mit 
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tO,-D'=- 12 m»kg, *, ■ O, ■ 2)! = 30 m»kg, ö, ■ ff, ■ DJ = 110 in»kg, 

erhält man 



1 



0,5 



■ 72 96^2 «,81 V ' ^ 0,70 72 96 

30 18 96 12 72 96\ 
"^ Ö;70 ' 72 ■ 20 "*" OJO ■ 18 ' 20/ 
= 81,2 + 0,0255 ■ {3500 + 8,2 + 61,4 + 329,0) = 190,2 mkg. 

Beispiel 122. Bei dem in Fig. 192 skizziert^i Sohneckengetriebe läuft die 
Schueckenwelle mit der Winkelgeschwindigkeit tu, um; sämtliche damit ver- 
bundenen Sohwunggewichte seien durch das eine Schwungrad vom Tr^heits- 
moment J, dargestellt. Die Welle des Sohneckenradee läuft mit tu, = « ■ w, um; 




die darauf wirkenden Sohwunggewichte stellt das Schwungrad vom Trägheits- 
moment J, dar. Der Trieb läuft leer und werde durch Anziehen der Bremse mit 
dem Drehmoment M still gesetzt. Dann wirkt jetzt das auf der zweiten Welle 
sitzende Schwungrad treibend anf die eretere zurück mit dem Moment Jf,= J, ■ c,. 
Ist der Wirkungsgrad des Getriebes bei dieser Bückwirkung i/', so Überträgt sich 
Mj auf die erste Welle als 



Ebenso wirkt auf die Welle 1 treibend das Drehmoment ihres Schwungrades 



Das Bremsmoment ist also 



a durch Einsetzen der obigen Werte die Winkelverzc^rung folgt 



Vorausgesetzt ist dabei, daß das Getriebe einen hoben Wirkung^;rad ij hat, 
bei dem die Büokübertragung von der zweiten Welle aus möglich ist. Ist ea selbst- 
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sperrend, also t) < 0,5, so wird jj' negativ, denn es ergibt sich, ■ 
von den Nebeneinflüssen »l^eaehen wd, ans (Bd. II, S. 195) 



worin ß > <" ist. Die aus Gleichui^ (151) berechnete Verzögemng ist dann er- 
heblich größer als im Fall eines hohen r/ , da das zweite Glied im Nenner dann das 
negative Vorzeichen hat. 

Ein kritischer Sonderfall ist 

bei dem der Nenner der Gleichung (151) wird, also c^ = oo; Dae Getriebe bleibt 
sofort stehen, natürlich nnter starker Verdrehung der Welle imd Überbeansprochung 
der Zähne und Bremse; es tritt StoBhemmung ein'"'). 

Sie kann auch bei fortschreitender Bewegnng auftreten (vgL Beispiel 106). 
Die Gleichung dafür lautet 



Man entninuut dem die Konstruktionsr«gel, daß der negative Wiikun^grad 
beim Bücktrieb weit genug von dem kritisc^n Wert entfernt bleiben muB. 

Beispiel 188. Eine Schiffedampfturbine werde plötzlich um- 
geateuert und erfahre dadurch bei 10 sk Zeitdauer zwischen 
dem Beginn der Umsteuerung und dem Beginn des Rückwärts- 
laufes die Winkelverzögerung e = 16,0 l/sk'. Anzugeben ist dae 
Biegungsmoment, das eine Schaufel der Niederdruckseite bei 
dem TÄmmeldurchmesser D = 2800 mm erfährt, wenn sie die 
Länge { = 485 mm und dae Gewicht O = 0,40 kg hat (Fig. 193). 

Ein Scbaufeiteilchen von der Länge äx hat das Gewicht 

6 • , ; es erfährt die Umfangabeachleunigung p = ( -„- -\- x\ ■ t. 
Seine Tragheitskraft ist demnach 



und das Biegungsmoment für die Einspannungsstelle 
l i 

M=JP-x=fj-~-x-liD + x)-ax 



Mit den obigen Zahlenwert«n wird '" 
_ 0,40 - 0,485* ■ 16,0 /, 



2.80 •\ 
' 0,485/ 



Beispiel 124. Zu berechnen ist für die in Fig. 194 skizzierte Sc haehtf Order- 
anläge mit Koepeacheibe die größtmögliche Anfahrbeachleunigung. Gegeben ist°) 
dae Gewicht eines zur Aufnahme von 8 Grubenwagen gebauten Förderkorbes zu 
10 t, das eines leeren Förderwagena von 0,7 m' Fassungsvermögen zu 0,3 t, das 
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Gewicht des Fördereeilea 8 kg/m, die gesamte Seillänge h = 760 m, die Höhe 
Ag = 30 m, die Seillange zwischen der Treibscheibe und ifon Seilscheiben i c-o 45 m, 
das Gewicht einer Seilführungsscheibe von Z), = 5 m 9,5 t, ihr auf den Um- 
fang bezogenes Gewicht i? ■ Gj = 5,0 1, das Gewicht der Treibscheibe von 
D = 7,0 m 20 1, ihr auf den Umfang bezogenes Gewicht ö - G tvj 10 t, das 
Gewicht der Gegenseilsobeibe von i), = 3 m 4,0 t, ihr auf den Umfang be- 
zogenes Gewicht ö ■ ö, = 2,2 t. 

Dann ist das Gewicht des in die Höhe gehen- 
den Förderkorbes einschließlich des zugehörigen 
Seilendes 

öl = 10 + 8 ■ (0,30 + 0,56) + 8 ■ 0,76 = 22,96 t 



ö, = 10 + 8 . 0,30 + 8 ■ 0,76 = 18,48 t. 
Der Sohachtwiderstand jedes Korbes kann Über- 
sehlägjg geschätzt werden (Bd. ü, S. 46) zu 
W= 0,20 t, das Gewicht der Seile zwischen der 
Treibscheibe und der Seilumfühiungsscheibe ist je 




ö' = 



i«r = <''36t 



bzw. das Gewicht des lotrechten Anteiles davon 
an jeder Seilscheibe 



ir. 



8^30 
1000 



Bei gleichmäßiger Fahrt ist dann der größte bzw. kleinste Seilzug 
S; = e, - iO" + If + JO, = 22,96 - 0,24 -f 0,20 + 2,00 = 24,92 t, 
S', = Qt- iÖ" -- IT + JÖ, = 18,48 - 0,24 - 0,20 + 2,00 = 20,04 t, 

nnd mit c = 19 m/sk Fahrtgesohwindigkeit beträgt die dafür aufzuwendende 

Leistung 

N{ = (S; - SJ) - ;^"^ = 4,88 ■ 1000 ■ i* = 1236 PS. 



75 



75 



Bei der Anfahrt mit der Beschleunigung p sind die Seilspannkräfte'"*} 
3, = Si + [q, + ^G- + S ■ 6, + 9 -Ot) ■ f 

= 24,92 + (22,96 + 0,36 + 5,0 + 2,2) . j^j = 24,92 + 3,113 ■ p , 



= 20,04 - (18,48 + 0,36 -|- 5,0) • ^- = 20,04 - 2,431 ■ p . 



Damit nun mindestens © = I,25tache Sicherheit g 
Scheibe besteht, muß die Beziehung gelten (Bd. tl 



Igen Kutschen auf der Treib- 
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24,92 + 3,113 p 
20,04 - 2,431 ■ p 


also 




20.04 . 1,53 - 24,92 






3,113 + 2,431 ■ 1,53 
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^;> 1,05 . .T, 



= 0,873 m/ak. 



Im praktischen Betrieb ate^n die Beflchletmigungsachwan^imgen'') des 
Förderkorbes mindestens bis etwa 1 m/sk*, bleiben aJso von der KeibungBgrenze 
nicht mehr weit ab. Oft sind sie, besonders bei mangelhafter Unterhaltung der 
-Föiderkorbführungen, am Förderkorb selbst noch wesentlich größer.""") 

Die vom Antriebsmotor am Ende der Änfahrzeit abzugebende Nutzleistung 
beträgt bei Berücksichtigung der Äntriebsseilscheibe 

N. ^ [4.88 + (5,544 + -g°) -0.8731 . Jtm _ „„ PS. 

Der Antrieb wird erheblich günstiger, ohne daß die Fahrzeit wesentlich ver- 
längert wird, wenn die Beschleunigung auf dem letzten Teil der Anfahrt bereite 
abnimmt, was schon wegen des Verlaufes des Drehmomentes der für Koepescheiben 
ausschließlich benutzten Elektromotoren nötig ist. Man erhält dann mit den 
Formeln (21) und (22) die zu einer Zeit t erforderliche Antriebsleistung 

„,_„.i«9«.|4,88 + ,5,544H-l.(*0,.?^..{l-A)J.|2l_(±)-|ps, 

worin t^ die Zeitdauer der ganzen Anfahrt und f, die dann erreichte gleichförmige 
Fahrtgeschwindigkeit angibt. Die Leistung wird am größten für — — i = 0, also für 



l '""T^"'"-^ h ^ tj] \ t^l ' ij l (, \t,-l J 

Durch Auflösen der Klammem ergibt sich leicht"") 

\l^l (, \ ^6,564-6 vj^ 3 ^6,564-6 f, 

Mit Vi = 19 m/sk und (j = j^-Ä„i, = *3,5 sk geht diese Gleichung über in 

(--)'- 2-^ -1,284 + 1,235 = 0, 
woraus folgt 

84 ± ViMS - 1,235 = 1,284 - 0,642 = 0,642 . 

(4,88 + 6,564 ■ 0,873 ■ 0,358) ■ (1,284 — 0,413) = 1537 PS , 

■H. größer als die Danerleistung bei der gleichförmigen Fahrt. 

"■'°) Jahnke undKeinath,Z. f.d. Berg-, Hütten- und Salinenwesen 1921. 
"*) Jung, Fördertechnik 1914. 
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Man hat die Änordnimg dadurch vereinfacht und den umfaßten Winkel a 
etwas vergrößert, daß man den Antrieb der Koepescheibe gleich auf den Pörder- 
turm set^t mit einer Lenkscheibe, wie Fig. 1 95 zeigt. Se sind jetzt aber die beiden 
Fälle zu unterscheiden; Entweder liegt die Lenkscheibe an dem Nutjdasttrum an. 
oder an dem Totlaattrum. Die kleinere Höohstbesohleunigung ergibt sich für den 
letzteren Fall, der also für die Berechnung mailgebend ist. 

Beispiel 12S. Anzugeben ist die Spannkraft im Zugseil eines Kabelkranes 
nach Fig. 196 und die Beschleunigung der Iiast Q = 3,26 t bei Beginn des Her- 
unterlasBens. 




Fig. 195. 



Fig. 196. 



Das Zugseil wi^ etwa g ^ 1 kg/m, seine Länge sei I, = 15 m, I, = 460 m 
im Höahstf^l und 25 m im Kleinstfall; die UmfUhrnngs- und Maschenzugrollen 
von D = 0,5 m wiegen etwa G = 3Ö kg, ihr auf den Umfang bezogenes Ge- 
wicht ist etwa &■ G'>~i20 kg; die Seiltri^mmel mit Kupplung wiegt etwa fr, 
= 2600 kg, ihr auf den Umfang bezogenes Gewicht ist etwa tf, - Ö, c^ 1200 kg. 

Wenn die Kupplung die Trommel frei läßt, wird das Seil nur durch den Träg- 
heitawiderstand der Trommel und der Führui^^rolle gehalten: 

S = ^ ■ (*, ■ 0, + tf ■ G) , 
ff 
worin p die Beschleunigung des Seiles ist. Sie wird hervorgebracht durch das 
Gewicht Q, das bei der dreifachen Übersetzung des Flaschenzugee nur die Be- 
schleunigung -^ erfahrt. Man erhält so mit dem Wirkungsgrad des Flaschen- 
zuges 1) = 0,82 



= 3 



^ + '- 



h* -a + q-k- 



Durch Zusammenfassen mit der obigen Gleichung ftir S ergibt sich hieraus 



•0 + -'l- + q-(2l, + l,) 



3 ■ 0,82 ■ 1220 + 2,33 ■ 20 + 0,33 ■ 3250 + 1 [30 4 
= 5,96 bzw. 6,48 m/ek*. 
Damit wird die Seilspannkraft 

S = 0,102 . 1220 . J^'^g = 742 bzw. 806 kg. 
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l.^f^llI.fI^:M.,^2n 



1 der Laufkatze selbat- 



Abstand durch Seiltragrollen unterstützt werden, die t 
tätig auszuhängen und wieder aufzunehmen sind. 

Beispiel 126. Zu berechnen iet das Drehen einer 2 B-Schnelknglokomotive 
nach Beispiel 109, deren hin- und hergebende Gewichte um den Betr^ a=l,020 m 
von der Hauptlängsachse der Lokomotive entfernt sind. Das Lokomotivgewioht 
<>o 41 t bat den Trägheitsarm r^ ^ 2,40 m entsprechend dem O.SSfachen der 
ganzen Keasellänge einschließlich der Rauchkammer oder dem 0,26fachen der 
Bahmenlänge '"). 

Wird das hin- und hergehende Gewicht der einen Seite 
aua der Stellung I der Fig. 197 in die Stellung /' nach 
vom gebracht, so geht das um 90° dagegen veräet^t« Ge- 
wicht der wideren Seit« aus der Stellung // in die Stellung 
//' nach hint«n. 

Ihr Trägheitsmoment 

/ = — [2(1 - f) ■ Öl] ■ (0,707 ■ #) • 2 o 

mufi nach dem^ Schwerpunktaatz ausgeglichen werden 
durch eine Gegenbewegung der anderen Gewichte um daa 
Moment 



worin a den Auasohlagbogen darstellt. Mit r„ • 
setzen der Aosschlag 

2 ■ OM ■ 640 ■ 0,707 ■ 600 -"2 




(41000 -450) -2400 
1 Oeeamtechwerpunkt. Am Bahmenende ist der Ausschlag 



In Wirklichkeit wurde ^ gemessen und daraus der Tr&gheitsarm r, berechnet. 

Beispiel 127. Ein Drehkran von = M t E^^gewioht für eine Betriehs- 
last Q = 5 t soll mit der Geschwindigkeit v = 3 m/sk auf einer Verladebrücke 
verfahren werden. Der Fahrwiderstand (Bd. II, S. 104) beträgt dabei etwa 
ff = j'j. ■ (G + ^) fvi 700 kg. Die Antriebsmotoren sind so bemessen, daß sie 
beim Anfahren die Zugkraft P = 2400 kg liefern können; jeder Anker besitzt 
das Sohwungmoment # ■ 6, ■ i)* — 65 m* l^'"), die Umdrehungszahl ist n = 1000 
in der Minute. Anzugeben ist die Zeit, die zum Anfahren gebraucht wird. 

Da nach Beispiel 121 das Arbeitsvermögen der Vorgelegewelle usw. nur von 
ganz geringem EinfluS ist, so wird nach Formel (146) gerechnet: 

_5J^.(^.fi:J5??r + 15000. 3-1 



= 0,051 -(356800 + 405000) ^ 

»<") Richter, Z. d. V. d. L 1911. 



Digitized^yGOOgle 



170 
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Ä = Pa = P-i-vt 

= 2400 ■ J ■ 3 ■ ( = 3600 ■ / mlig . 

Durch Gleichsetzen findet man 

, 38840 „ , 
'=3600 ■^"^- 
Beispiel 126. An der Schla^pindelprease nach Fig. 198 Bei gegeben der 

größte zur Wirkung kommende DurehmesBer der Reibscheiben D, = 0,90 m, der 
der Außendurchmeseer des Schwui^rsdee 
Z> = 1,40 m, sein mittlerer Bingdurclimeaaer 
Dt = 1,20 m, der mitüeie Spindetdurch- 
measer d — 0,1^! m, die (üewindeeteigung der 
Spindel A = 3 ■ 0,035 m, der größte Spindel- 
hub l = 0,löm, der mittlere Durchmesser 
des Spindelscbuhee d, = 0,12 m, der Preßweg 
g = 0,0035 m bei der höchBt«n PreBki&ft 
F =^ ISO t, das Gewicht der Bleieinl^n im 
Schwungring G\ , das Giesaintgewicht des 
Schwungrades 6, , das Gewicht der Schrauben- 
Bpindel ö, = 106 kg, da« des Preßbära 
Uj = 100 kg, die Umdrehungszabl in der 
Minute für die Welle der Beibscheiben 
R) = ISO , die KeibuDgBziffer zwischen 
Spindel und Mutter /i]^ = 0,10, die Beibungs- 
ziffer zwischen den Bleieinlagen und dem 
Schwungring /(> = 0,20, Zu berechnen ist 
das erforderliche Gewicht des Schwung- 



und ihre größte lotrechte Geschwindigkeit wird damit 




= Ca ■ -„— = 



-mkg, 



2 n-i 2jr 

Das größte Arbeitsvermögen des Preßbära ist hiemach 

774,4 
das der Spindel 

mit ^, = 0,5 gem&ß Formel (134), das des Schwungrades 

^1 - 0. ■ y"- + '", "f ■ P» ■ o; + Ol ■ (Ol - g;)i 



«. + -„■•0-0.))] 

ichmidt. Die Werkzeugmasehine 
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l 



a der Muttei imd 



A^ = (G, + Q, + 6,)-t.,-. 

= ,,. ■ ^ ■ X ■ [d ■ (öl + Ö, + 0,) + rf, • OJ 
w&hrend des Leergangea und 

während des Fressens. 

Die Summe dieser A ei^bt die PreBorbeit 

.2-^ = I ■ P ■ 8 mkg. 

Dabei wird überachlägig angenommen, daß die Freßkraft auf dem Wege « von 
bis zum Höchstwert P nach einer Parabel ansteigt. Die Beetimmungsgleichung 
für Q lautet demnaoh 



+ 0, 



^")'-(».+f ■a-*.))] + »,-. 

[,, . . . A ■ [J • (8, + 0, + 0.) + ä, ■ OJ 

(l+.....l±i-li^)]. ,152, 

pa ^— = - - und berechnet mit den gegebenen 

Gl • (2195 - 0,67 ■ 0,16 ■ 1187) = 1187 ■ [0,67 ■ (30,75 + 12,0) + 629] - 2178 - 100, 
»Ibo Gl = 375 kg. 

Die Bleieinlf^n sind sehr bequem, um die FrcHae auch für leichtere Arbeiten 
verwenden 2U können. Eine Sicherung gegen Überschreiten der gröBten PreB- 
kraft P bieten sie nur, wenn sie sich seithch gegen leicht bewegliche Bollen legen 
oder Kugeln dazwischenliegen. Denn die 

Schwungtaft, von der die Gewichte nach A 

außen gediAngt werden, braucht beim vor- 
zeitigen Erreichen des Höchstpreßdmokes nur 
noch das 4 fache des Gewichtes zu sein, um sie 
bei der Reibungsziff er fj^ = 0,20 f estzubremsen. 
Am meisten werden zur Sicherung Abscher- 
etifte in der Veibindung des Schwungrades 
mit der Spindel benutzt. 

Ist der Widerstand des Arbeitastüokes so 

SoB, daß die Geaamtarbeit A schon beim 
üb s' aufgezehrt wird, so entspricht dem 
bei gleichem Arbeitsvermögen der bewegten 

Teile die senkrecht schranierte Fläche der „ 

Tia. 197: ■ ^8- l**" 

^.P'-s' = i-P-s. 
Die zulässige Höchstkraft P wird dann aber schon nach dem Wege «^ erreicht, 
und es gilt für die Parabel, deren Scheitet sich am Anfangspunkt Ä befindet 
(Bd. n, S. 98) 

8, P* (a'Y 
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Die Preßatbeit, die dann bei feBtliegenden Bleigewichten nur abg^eben werden 
darf, ist durch die doppelt Bchräfiert« Pläche der Fig. 199 i' 

beträgt 



A.- .--P-... , 



mtaoIieiideD Bteieinlagen gilt für 



Dabei war die Winketgesohwindigkeit o> bis auf den Betrag o>' herunteigegangen. 
Die GleioIinDg (152) geht demnach in die beiden folgendeii über: 

».•[■-(^•rf'-K+?f<'-".>)i+".-i'+vr-r-n 

^l.P.^.KY.i,^,, ...l±»^^.ll ,1,,., 



hO, = 



•«.■(i-gjjl + e. 



Beohnet man aus der zweiten den Wert 



[' + ■'.■( 

774,4 



^rrp-' 



und setzt ihn in die 



D fo^t mit den g^^benen Zahtenwerten als Bestimmungsglrächiiiig 



I r-^o 



Fig. 200. 



die durch Probieren leicht ergibt 

«'=NiO,845-« = 2,96n 
Damit wird schließhch 



. = *' 



(-rr-.- 



■ 0,845' = 2,12 n 



Beispiel 129. Um einen Zylinder vom Gewicht C = 5 kg 
und dem Halbmesser r = 10 cm ist eine Schnur geschlungen, 
die lotrecht über der Ablaufstelle befestigt ist (Fig. 200). Die 
Spannkraft 5 der Scimur uad die Beschleunigung j> des fallen- 
den Zylinders sind zu berechnen. 
Wird S nach dem Mittelpunkt der Rolle verschoben, so greift dort die nach 
unten gerichtete Kraft B = 6 — 8 an; femer wirkt auf die Bolle das Dreh- 
moment M ~ S -r ein. Der Schwerpunkt erfährt so die lotrecht« Beschleunigung 
[Formel (70)] 







?= l- 



Ql 
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Die Drehbew^ung- 
Außerdem erfährt der Zylinder die WinkelbeHchleunigung [Fonnel (141)] 



Der Zylinder rollt also an der Schnur herunter. In dem dargestellt«!! Äugen- 
blick iet dk: Ablaufetelle augenblicklicher Drehpunkt, der für diesen Zeitpunkt 
die (reachwindigkeit hat. Hieraus folgt der Zusammeübang 



l-TT- 



= 0, 



5 = ^0= J-5 = 1,67 kg. 
Hiermit wird 

P = (1 _ J) . 9,81 c^ 6,5 m/Bk=, 

Beispiel 180. Ein Umdrehungakörper vom Gewicht ß und dem Halbmesser r 
bew^ sich eine schiefe Ebene von der Neigung tg « herunter (Fig. 201). Die Be- 
w^uug ist zu untersuchen. 

Waten der Körper und die Bahn völlig glatt, so 
wirkten auf ihn nur sein Gewicht und CUe Gegen- 
kraft N der schiefen Ebene, die beide durch den ,^ . . ^^, 
Schwerpunkt gehen, also keine Drehung herbei- ^r-i^s'^ 
führen können. Der Körper würde hemnt«igleiten. 
Tatsochhch setzt sich dem Gleiten der Beibungs- 

und Boilwiderstand {/t + - -) ■ N entgegen, der bei 

hinreichender Größe das Gleiten gänzlich verhindert Fig. 201- 

und reine Bollbew^ung hervorruft^ 

Nach Zerlegen von Q parallel und senkrecht zur schiefen Ebene erhält 
man aus der Gleichgewichtabedingung die Gegenkraft N == G- cos n . Die Ver- 
schiebung des Reibungs- und Bollwideratandes a&ch dem Schwerpunkt liefert 
dort die Mittelkraft in Richtung der schiefen Ebene 




B = 0-1 



i;-jv. 



femer das Drehmoment 



Die geradlinige Beechleun^^ung dee Schwerpunktes ist also 
und die Winkelbeschleunigung des Körpers 



Für den Stützpunkt, der bei der Bollbewegong als augenbUcklicber Dreh- 
punkt die Geschwindigkeit bat, gilt dann 
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( Grenze, bei der noch Teinee Bollen, wie aneenc 

Die na«h Zurücklegen eines bestimmten Gefällea k erreichte Geschwindigkeit 
Igt aus der Ärbeit^leichuDg: 



1 + ■» ""' 

m Gewicht des Körpers, aber abhängig 



den Hohkylinder 
den VoUzylinder 



= y^=»." 



in die Bedingung (153) erfüllt ist. Bei reinem Gleiten ganz ohne 

Der Vorgang kann zum Bestimmen des Wertes & von Radsätzen u. dgl. be- 
nutzt werden, wenn die Abrollzeit t genau genug gemessen wird^"*). 

Ist bei einem Wagen O das Gesamtgewicht und O^ das Gewicht der Bad- 
sätze, so ist in Gleichung ( 154) statt & einzusetzen 3) ■ -^ . Für einen offenen Eisen- 
bahngüterwagen ist im_ leeren Zustand = 7,3 t, Gj = 2 ■ 1,025 t, *<^0.65, 

105 




Fig. 202. 



Beispiel 181. Zu bestimmen 
ist, welcher Anteil des Gewichtes 
einer schwingenden Schubstange 
eines geschränkten Kurbeltriebes 
den hin- und hergehenden Gewich- 
ten zuzurechnen ist""). 

Man entnimmt der 1%. 202 



Sind die Seitengeschwindigketten des Schwerpunktes S nach den beiden 

Achsenrichtungen v, und ti^, ferner o» = -~- die Winkelgescbwindi^eit der 

>") Lechner, D. p. J. 1913. 

"■•) Lorenz, Dytiamik der Kurbelgetriebe, 1901. 
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Drehnng um den Schwerpunkt und r, der TrägheitsholbmeBBer in bezug auf den 

Schwerpunkt, so besitzt die Stange etwa in der gezeichneten Lage das Arbeits- 
vermögen 



und durch Differentiation folgt hieraus 

dA = (v^- dv, + u, ■ rftt, + rj ■ £ü ■ da>) 

g \ dt ' dt ° dt/ 

Nun ist V,' dl = dx . . . , 

abo nach dem Satz vom Potential (Beispiel 99) 

g g 9 

und das Uoment der Xrägheitekräfte in bezug auf den Anfangspunkt der x und y 

naoh Fig. 203 



Nach Fig. 202 ist noch 
x = x, + {x^~x,).^ = x,. A-,'» + X, 


l ' 


-L.X 

A 


jVtL 


,=.•'-■•+...'?. 




Fig. 203. 



1 leicht durch Division mit dt 



Andererseits ist nach den zuerst st«henden Gleichungen 

!■.. -".,-- '■»■>('■•>. 

also na«h Quadrierung und Addition 

»! + b; - 2 • K, ■ i„ + »,i ■ »„) - (1 ■ <•)■ . 

Wird hieraus der Klaramerausdniclt in die Gleicliung für v eingesetzt, so folgt 



1 ^ ' l 
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Füi r, = V^o ■ (I — l^) wird das letzt« Glied der eckigen Klammer 0. Nur ii 
Fall kann man da« Gewicht der Stange wie das eines Trägers auf zwei S< 
auf die beiden Enden verteilen ***)■ Dte meisten praktisclieQ Austülirungen weichrai 
davon nicht weeentUch ab. 

01. Besondere Anwendungen. 

14. Der Stoß. 

Laufen zwei Körper von den Gewichten (?, und 6^ mit den GeBchwin- 
digkeiten v, und v^ aufeinander, bo erfolgt ein Stoß^*), der die weitere 
Bewegung der Körper in sehr kurzer Zeit erheblich ändert. An der 
BerührungBBteUe beider Körper treten I>ruckkräfte N auf, die in jedem 
Augenblick einander gleich, aber entgegengesetzt gerichtet sind. Sie 
rufen eine Formänderung der beiden Körper hervor, die mit steigen- 
dem N solange anwächst, bis beide Körper dieselbe Geschwindigkeit 
angenommen haben. 

Sind die Körper vollkommen unelastisch, wie etwa weiche Ton- 
kugeln oder Bchweißwarme Eieenstücke, so behalten sie die erhaltene 
Formänderung bei und bewegen sich mit der erzielten gemeinsamen 
Gleschwindigkeit zusammen weiter. Elastische Körper haben dagegen 
das Bestreben, die während dieses ersten Stoßabachnittea erlittene 
Formänderung während eines zweiten Stoßabschnittes wieder mehr 
oder weniger rückgängig zu machen. Die in diesem zweiten Stoß- 
abschnitt auftretenden Druckkräfte bewirken, daß sich die Körper 
wieder trennen und mit verschiedenen Geschwindigkeiten weiter- 
bewegen. Bei vollkommen elastischen Körpern sind nun die in dem 
zweiten Stoßabschnitt hervorgebrachten Geschwindigkeitsänderungen 
gleich den im ersten Stoßabschnitt erzielten, bei unvollkommen elasti- 
schen Körpern sind sie kleiner. 

Das Verhältnis der im zweiten Stoßabschnitt entstandenen Ge- 
schwindigkeitsänderungen zu denjenigen des ersten Stoßabschnittes ist 
die Stoßziffer. 

Sie ist im weeenthchen abhängig von dem Material der betreffenden Körper 
und beträgt i. M. für 

Elfenbein Glos Stahl Kork Holz 

* = V. "/., V» '/. V. 

Sie hängt femer von der Größe der durch den Stoß hervorgebrachten Gescbwindig- 
keit«änderung ab. Denn ist diese groß, so ist die Formänderung ebenfalls eine 
erhebliche und geht oft so weit, daß die Zuaammendrückimg zum Teil dauernd 
beetehen bleibt. Ist dagegen die Formänderung nur klein, eo gleicht sie sich zum 
weitaus größten Teil oder auch gänzlich wieder aus (Bd. IV). Bei kleinen Ge- 
sehwindigkeitBänderungen kann z. B. für Elfenbein k = 1 gesetzt werden, d. h. 
es ist dann als vollkommen elastisch anzusehen. 

Die Gerade, die zur gemeinsamen Berflhrui^sebene der beiden 
Körper in der Mitte der Berührungsstolle senkrecht steht, heißt die 

>") Lorenz, Z. d. V. d. L 1918/19. 
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Stoßlinie. Befinden sich die Schwerpunkte beider Körper in dieser 
Linie, so ist der Stoß ein zentrischer, andernfalls ein e^czentriBcfaer. 
Sind die Bewegungen der Schwerpunkte beider Körper mit der Stoß- 
linie parallel, so spricht man von einem geraden Stoß im Gegensatz 
zu einem schiefen. 

Es werde zuerst der gerade zentrische Stoß unelastischer 
Körper untersucht. Die Fig. 204 zeigt die beiden Körper mit gleich- 
gerichteten Geschwindigkeiten kurz vor dem Stoß und die Fig. 205 im 
Verlauf des Stoßes. Hat die Stoßkraft in einem beliebigen ÄugenbUck 
der Stoßdauer den Wert N, so wird der Körper 1 verzögert mit dem 



N 



N 



Betrag Pi = g-^ und der Körper 2 beschleunigt mit Pt — 9' jj-, «n<i 
es gilt 

— pi' dt __ ^d«i _ Öj 

■+Pi- dt ~ -i-dVi ~~ Oj ■ 




Fig. 204. 



Fig. 205. 



Die Geschwindigkeitsänderungen verhalten sich umgekehrt wie die 
Gewichte der Körper, und ihr Verhältnis ist unabhängig von der Größe 
der veräjiderlichen Stoßkraft N. 

Die Gleichung kann auch geschrieben werden 

-dvi-0^= + dv^-Og, 
deren Integration ergibt 



oder aufgelöst 
folgt 



l[-dvT)-Gi = fdv^-0^ 

(r, — c) . (?i = (c — i>a) ■ Oj . 
_ Ol ■ t>i + gj ■ Wa 



Die Gleichung entspricht der Sehwerpunktformel (Bd. I, S. 90). Sie 
kann auch geschrieben werden 



(0, + o.) • 



S- + 0,. 



Die Bewegungsgröße nach dem Stoß ist gleich der Summe der Be- 
wegimgagrößen vor dem Stoß. 
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Bewegt sieh G^ gegen G^, so ist die Geacliwiiidigkeit v^ mit dem 
negativen Vorzeichen einzusetzen. 

Sind beide Körper vollkommen elastisch, so haben sie nach 
Ablauf des ersten Stoßabachnittes die berechnete gemeinsame Ge- 
schwindigkeit c angenommen. In dem zweiten StoOabschnitt wirken 
nun die gleichen Kräfte N in umgekehrter Reihenfolge luid Richtung, 
Bo daß die Geschwindigkeit des Körpers 1 noch weiter um den gleichen 
Betrag zu c, verringert und die des Körpers 2 ebenso weiter auf c^ 
vergrößert wird. 

Es ist also die Endgeschwindigkeit von Körper 1 
Ci — Vi — 2 • {Vi — c) '^ 2c — Vi 
und ebenso die Endgeschwindigkeit von Körper 2 
Cj = f, + 2 . (c — pj) = 2 c — V, , 
worin c aus der Gleichung (156) einzusetzen ist. Dies ergibt schließlich 
(<?i-g,).i .i + 2.0,.«, {G^-Ö^)-v^ + 2-Gi-Vi ,,_ 

"> - G'+gT'" ' ' ~ 0, + G, ■ ^^^^' 

Bewegt sich ffj gegen G,, so ist wieder v^ mit dem negativen Vor- 
zeichen zu nehmen. 

Beispiel 182. Anzugeben sind die Endgeschwindigkeiten Cj und C, bei ge- 
gebenen Anfangsgeschwindigkeiten Ui und v, , wenn beide vollkommen elastisch 
gedachten Körper das gleiche Gewicht haben. 
Die Formeln (157) ei^ben sofort 

e, = Vi und c, = f , . 
Die Geechwindigkeiten werden beim geraden zentrischen Stoß vertauecht. 

Befindet eich der gestoßene Körper in Rübe, ist also v, = , so wird MemBch 
Cj = und Cj = t?, ; 

1 Beine Geschwindig- 

Sind beide Körper unvollkommen elastisch von der Stoß- 
ziffer k, die hauptflächlich von dem Verhalten des weniger elastischen 
Körpers beeinflußt wird, so erfahrt der Körper 1 im ersten Stoßabschnitt 
die Geschwindigkeiteabnahme Vj — c und im zweiten jb • (v, — c), also 
insgesamt die Geschwindigkeitsabnahme (v, — c) • (1 + it) . Ebenso er- 
hält der Körper 2 die Geschwindigkeitszunahme (c -- v^) ■ (l + k). 
Folglich ist nach dem Stoß 

c, = wj - (r, — c) ■ (1 -1- Jt) = c - (1 -1- fc) — V, ■ Ä; , 

Ct== Vt + (C - V,) ■ (l + k) = C ■ (1 + k) - Vf k . 

Hierin ist wieder c ans der Gleichung (1S6) einzusetzen, womit folgt 

Gl- Vi + G^- Vj ~ G^- k ■ {Vi - t>g) 
"' "" öl -H Gj 

= Qi-^i+Cf,-^t + Oi-k-(Vi-v,) <*^^^ 

"' Gi + G^ 
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Der Verlust an ArbeitsTermögen des eretcn Körpers beträgt 

A = ,^-K-o:)-^x_.!ä_zJ^. 12. <,,.„.„ + „ 

+ öj • (ti, + «, + 2 - i . fa — ** . (V, — Vt))] (159a) 

und die Zunahme des Arbeitsvermögens von Körper 2 

+ »i ■ («1 + «a + 2 . fc . w, + 4^ . {t!i - v^))] . (159b) 

Der durch die unelastiscbe Formänderung der Körper ent8t«bende 
GeBamtarbeitaverluBt ist nun 

Q-, . G„ (v, — v,)^ 

Er ist am größten für vollkommen unelastische Körper"*), für die ja 
it = ist, und ist bei vollkommen elastischen Körpern 0, weil dort 
* ^ 1 ist. 

Die vorstehende ß«chnung nimmt an, daß Formänderungen der 
stoßenden Körper nur an der Stoßstelle selbst stattfinden. Tatsäch- 
lich pflanzen sich jedoch elastische Dehnungswellen durch die Körper 
bis an ihr Ende fort und kehren wieder zurück. Die obigen Ergebnisse 
sind also nur erste, allerdings schon ziemlich genaue Annäherungen. 

AIb StoBdauem sind enmti«lt"*) bei 

Blei Kupfer Meaaüig Stahl Nieteieen und Stahl 

Zeit t = 0,0054 0,00176 0,00138 0,00125 0,00155 sek, 

Stauchung - 6,7 3,46 3,37 4,41 mm, 

um 4 - - 2.0 - „ 

je nach Form des FrobeatUokee. Die Zeiten verhalten aich ungefähr wie die 
Quadratwurzeln aus den Stauchungeo, gleiche Probekörper, wie in Zeile 1 der 
Stauchungen, vorausgesetzt. 

Beispiel 188. Der Bär eines kleinen Dampfhammers von 215 mm Zylinder- 
durchmesser hat Gl = 200 kg Gewicht. Hein größter Hub betri^ » = 400 mm. 
Beim Schlag auf ein Arbeitsstück von 11 cm Höhe beträgt demnach die reine 
Pallarbeit 

A^ = 6-s^2O0- 0,29 = 58 mkg. 
Durch einen Dampfüberdruck von etwa, 3 at über die Atmosphäre während der 
31 v.H. des Hubes dauernden Einströmung wird das Arbeitsvermögen etwa ver- 
doppelt"*). Gemessen wurde eine Aufsohl^geschwindi^eit ti, = 3,2 m/sk, die 
. 200 ■ 3 .2' ,^. . 
^^ = TT9r8r = ^^'^"*8 
ergibt. Das Gewicht von Amboß und Schabotte werde zu 

0^ = 2 - 4 - 6 t 
angenommen. Zu berechnen ist der Wirkong^rad des Scidagee. 

"') Carnot. BäQexions sur la puissance du feu et sur lee machines propree 
ä ddvclopper oette puiesanoe, 1824. 

"') Höniger, Z. d. V. d. I. 1912; Seehase, Z. d V. d. I. 1914. 
"*) Fuchs, Z. d.V. d. I. 1911. 
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Beim Arbeiten anf weichee SchmiedeiBenwird der Stoß vollkomiuen unelutiscli, 
al«o k = 0, imd det Arbeitsverlust nach Formel (159c) mit der GeHchwindigkeit 
defl Ambosses v^^O wird zur Formändenmg des SohmiedeBtückeB auigenandt, 
ist demnach hier Nutzarbeit. Der Wirkungsgrad ist «omit ' 

Für die drei obigen Werte von Gj folgt hieraus 

y, = 0,910 - 0,953 - 0,968 . 
Hollen Wirkungsgrad erreicht man durch schwere Ausführung der Sohabotte. 

Beispiel 184. Bei ziemlich abgekfihlt«m Eisen ergab sich ein Bückprall des 
Bars des in Beispiel 133 beschriebenen Dampfhammers von «^ = 12,2 cm. An- 
zugeben ist die Stoßziffer k und der Wirkungsgrad des Schlages. 

Es gelten die Gleichungen (15$) mit c^ = 0. Han erhält so 



als die Ruckprallgeschwindigkeit des Bars, die aus dem Grunde das negativ< 
Vorzeichen bekommt. Sie ist nach Beispiel 20 anzusetzen zn 



Damit wird durch Gleichsetzen beider Ausdrücke 



von Amboß und Sohabotte in Beispiel 133 ergeben sich 

jfc = 0,632 — 0,608 — 0,600 . 

Der Wirkungsgrad folgt durch Verbindung der Formeln (159o) und (160) zu 

r,' = r,'{\-k*)^ 0.646 - 0,600 - 0.619 . 

Beispiel 185. Die vorstehenden beiden Beispiele lehren, daß nur hinreichend 
weiche Stofikörper den Schlag durch ihre Formänderung aufnehmen. Die gleichen 
Erfahrungen gelten für Kraftwagen. Eiaenbereifte Lastwagen sind mit Rück- 
sicht auf die Festigkeit des Wageugestells nur für FahrtgeHchwindigkeiten von 
etwa 12 km/st brauchbar. Vollgummireifen höchstens für 40 km/st. Darüber 
hinaus, also für alle Personenkraftwagen, sind nur Luftreifen anwendbar"'). 

Belsplei 1S6. Der B&r einer Dampframme hat das Gewicht 6, = 3,2 t, seine 
Fallhöhe beträgt a = 1,24 m. Das Gewicht des Betonpft^ee sei (?, ^ 2,2 t. An- 
zugeben ist der Wirkungsgrad des Rammstoßes. 

Durch Aufsetzen einer Schlaghaube auf den Pfahl erreicht man einen nahezu 
unelastischen Stoß. Man kann luso die Gleichung (169c) mit jb = zur Berech- 
nung des beim Stoß verlorengehenden Arbeitsvermögens benutzen. Mit »2 = 
wird dann 

t.; Qi-G. »■■G.-O, 1,24-3.2-2,2 , „„ , 
^ = 27^ ■ ÖTT^ = -^TÖ. = 3.2 + 2,2 = ^'^2 mt , 
>rährend das gesamte Arbeitsvermögen des Bars beträgt 
^1 = « ■ G, = 1.24 ■ 3,2 = 3,97 mt . 

1") Bobeth, Der Motorwagen 1916. 
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Zum £intreibeii dee Pfahles bleibt also nur verfügbar die Arbeit 
J, - ^ = 2,35 mt , 
und damit wird der Wirkungagiod dea BammstoOeE 

„-4l^^-l G, _ Q, _ 3.2 _ 

"> - ~^^ - ' ~ Ö^^^O, - Ö^^TG, ~ 3,2 + 2,2 - "•^•* ■ 

£r steigt niit zunelunendem Bärgewicht, das jedoch mit Rücksicht auf die Er- 
haltung des Pfahlkopfes nicht zu groß genommen werden darf. 

Der WideMtand W dea Pfahles ei^bt sich durch Gleichsetzen der Bintreib- 
und Bewegungsarbeit. Bei «„ = 0,5 cm Anziehen unter dem letzten Schlag wird 



0,005 



= 470 t . 



Beispiel 1S7> Die an einem Seil hängende Last 6, = 3,25 t fi^e die Strecke 
« = 1,6 m mit der Beechleun^ung p, o^ 6,5 m/sk' (Beispiel 125), bis die Bremse 
plötzlich faßt. Das betreffende Seil habe die Länge J = 60 m und wiege ^--^l kg/m. 
Anzugeben ist die das Seil beanspruchende Arbeit 

Man erhält nach Formet (160) den Wirknng^rsd des Stoßes 



.M; 



3250 



Gl + g ■ I 325Ö + 1-50 

Wenn er als unelastisch angesehen wird, was bei der großen elastischen Noch- 
debigkeit des Seiles ungefähr zutrifft (Beispiel 135), so wird die vom Seil durch 
Formänderung aufzunehmende Arbeit 

A = ,0,-^-s = 0,985- 3250 -1^-1.5 = 3180 mkg. 

Den schiefen zentrischen Stoß stellt die Fig. 206 dar. Die 
Schwerpunkte der beiden Gewichte (?, und G^ haben im AugenbUck 
des Znsammentreffens die Geschwindigkeiten Vj \ 

und Vi, die mit der Stoßlinie S^S^die Winkel \ 
»1 bzw. «a bilden. Diese Geschwindigkeiten 
lassen sich nun zerlegen in die Seitenge- 
schwindigkeiten v^ ■ cos«! bzw. Vj ■ cosiXj 
nach der Bichtimg der Stoßlinie und 
fi' = ri ■ ein«! bzw. Vi — Vj- ainix^ senkrecht 
dazu. Die letzteren bleiben ungeändert, 
wenn man von der im allgemeinen belang- pj_ 206. 

losen Reibung zwischen den beiden Körpern 

absieht. Die beiden anderen Seitengeachwindigkeiten setzen sich nach 
den Regeln über den geraden zentrischen Stoß zusammen zu 
, _ Gi-Vy- c os« ! + gg ■ Vg ■ cosiXa — Q^ ■ («1 • cos«, — w, ■ coa«j) ■ k 

+ Gl ■ (Vi • cos«, — Wj ■ cosÄj) ■ h 




G, + O, 

Diese beiden Geschwindigkeiten sind nun mit den senkrecht dazu ver- 
laufenden i/| und vi zusammenzusetzen zu den Endgeschwindigkeiten c, 
und c.. 
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Die Darlegung gilt für den unvollkommen elastischen Stoß. Für 
den Tollkommen elastischen ist i = 1 und für den unelastischen i — 
zu setzen. 

Beispiel 188. Eine EUenbeiokug«! stoße mit der Geschwindigkeit % =1,2 m/sk 
auf eine deiche ruhende unier dem Winkel a, = 60°, gegen die StoBlinie ge- 
messen. Anzugeben ist die weitere Bewegung beider Kugeln. 

Die Formeln (161) ergeben mit 0, = 0^ und t>, = 



= i- 



■ (1 + l) . 



Die Diaprünglich ruhende Kugel bewegt sich also mit der Geschwindigkeit ci in 
der Richtung der Stoßlinie oder unter dem Winke! a^ gegen die Bahn der stoßenden. 
Die GeBohwiudigkeit c[ dieser Kugel setzt sieh mit der rechtwinklig zur StoBlinie 
rerlauienden v^ = p, ■ sin ^ zusammen zu e^, deren Neigungswinkel ß gegen die 
Stoßlinie sich bestimmt aus 



tgß = 



_ 2-tga.i 



i-w,-cos«-(l-Aj 
Mit k = i ergibt sich hiernach 

f-| c; = i ■ 1,2 ■ 0,6435 ■ 4 = 0,0429 m/sk , 

Jq^? vi = 1,2 ■ 0,7660 = 0,919 m/sk. 



^ = 0,0429 



17 



tg/I 



= yOM9* H 
2 ■ 1,193 



0,0429" = 
= 21,475 , 






n/sk. 



Beim geraden exzentrischen Stoß sind die 
beiden Körper am die paraUelen Achsen Ai und A^ 
drehbar and treffen mit den an der Berührungsstelle 
Fig. 207. gemessenen Umfangsgeschwindigkeiten Wj und v^ zu- 
sammen. Es entsteht dann zwischen ihnen die Stoß- 
kraft N, die im Stoßpunkt senkrecht zur Ebene der beiden Achsen 
angreift; ihr Abstand von den Achsen ist a^ bzw. a, (Fig. 207). Nach 
dem Stoß haben die Körper die in denselben Abständen gemessenen 
Geschwindigkeiten c^ bzw. c^. 

Der gestoßene Körper erhält durch die Stoßkrait N die Umfange- 
N 
heschleun^ng P3 = g ■ -E~-~yT~ > wrin »?, • (?, das auf den Stoßpunkt 

bezogene Gewicht des Körpers ist. Entsprechend erfährt der stoßende 

N ' 
Körper die Verzögerung Pi = g ■ -r — 77- ■ Durch Division folgt 



Die Gleichung entspricht der beim geraden zentrischen Stoß erhaltenen; 
nur sind jetzt die auf den Stoßpunkt bezogenen Gewichte zu nehmen. 
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Durch die gleiche Rechnung wie oben erhält man die am Stoßpunkt 
geltenden Umfangsgeschwindigkeiten nach dem Stoß zu 



)?i.Gi- Wi + ^a-öa-Va -*a-f?2 


(",-••, 


■ k 


i>, . 0, . »j + da • Oj • fa + i?a ■ Gj 


("i - f 2) 


■k 



i*! - Gl + öj ■ Ot 
Für den vollkommen elastischen Stoß ist hierin A- = 1 
und für den unelastischen k ~ zu setzen. 

Ist der stoßende Körper frei und bewegt er sich 
in der Richtung der Stoßlinie vorwärts (Fig. 208), so 
ist in die Gleichungen (163) sein volles Gewicht G^ 
einzusetzen. 

Beim schiefen exzentrischen Stoß sind die- 
selben Zerlegungen und na«hherigen Zu- |— 1 
sammensetzungen vorzunehmen, wie beim _,y^i 
schiefen zentrischen Stoß, 

Beispiel 189. Zu berechnen ist der Wir- 
kungsfjrod des in Fig. 209 skizzierten Pockstem- 
pela. Sein Gewicht beträgt Og = ISO kg, das 

der Daumenwelle 0, = 500 kg, die Anzahl ihrer x ->, 

Umdrehungen in der Minut« ist n. = 40 , der A 

Abstand % = a, = 16 cm. ~L-K, "^ CrT 

Der Stoß kann als unelastisch aufgefaßt ^- — -^ 

werden, wodurch der berechnete Soßverlust Fig. SOS. Fig. 209. 

ein wenig größer ausfällt als in Wirklichkeit. 

Et ergibt sich aus der Formel (159c) mit Vg = und h = 0, wenn darin an Stelle 
der wirklichen Gewichte die auf den Stoßpunkt bezt^nen eingesetzt werden, zu 

4-3 ' a; + 4 ■ ff "äi 
Hierin sind #' die Zahlenbeiwerte, die sich für die Sehwungmomente beider Körper 
in bezug auf ihre senkrecht zur Zeichenebene der Fig. 209 verlaufenden Schwer- 
achsen ergeben. Der Ausdruck läßt sick umformen in 

^ g; ■ gl ■ <' - t?; ■ (?a - l* , 

*-, ■ O, ■ D« ■ (-') + ^, ■ G, ■ 2)= ■ 7i4Ö ■ 
Die Sehwungmomente seien aus den Abmessungen bestimmt zu 
1»; ■ Gl ■ D* = 61 m'kg und ö; ■ Gj ■ !>> = 365 in"kg; 
damit wird der Arbeitsverlust bei — = 1 



Das gesamte Arbeitsvermögen der Daumenwelle ist 
. _ , , , _ *, ■ O, ■ Bf /,T n\* 51 ■ 40» 
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Somit wird der Wirknngigrad 



Er Wird wesentlich Terbeaeert, wenn anf die Daumenwelle ein Schwungrad 
gesetzt wird, dessen Schwungmoment gleich dem Iftfachen dM der Weite ist. 
Dann iat also ^, ■ (?, ■ D^ 20 1^ so groß wie oben, und m wird, wenn gleich die 
Werte von A^ und A in die Formel (160) eingeaetzt werden. 



Der durch die Reibungaverluste bedingte atatasche Wirkun^^ntd kann zu 
etwa 0,97 angesetzt werden. Damit wiid der GeBamtwirkung8gj«d 
ti = 0,737 - 0,97 = 0.715 . 

Die vorstehenden Näherungsrechnungen werden allerdings dann 
ziemlich ungenau, wenn G^ gegenüber O^ klein ist oder wenn die LäJigen- 
abmeasungen des gestoßenen Körpers groß sind. 

15. Dag Pendel. 

Als Pendel bezeichnet man jeden Korper, der regelmäßige Schwin- 
gungsbewegungen um eine feste Achse ausführt. Bewegt sich der 
Körper derart, daß seine Hauptachse sich auf dem Mantel eines 
Kegels bewegt, so nennt man den Apparat Kegelpendel im Gegen- 
satz zu dem ebenen Pendel, bei dem die Hauptachse des Körpers 
in einer Ebene hin und her schwingt. 

Besteht das Pendel nur aus einem Körper von nach jeder Richtung 
kleinen Abmessungen und einem gewichtelos gedachten Faden, so 
heißt es mathematisches Pendel im Gegensatz zum physischen 
Pendel von behebig großen Abmessungen auch der Verbindung mit 
der BefeBtigungsstelle. 

Das mathematische Kegelpendel stellt 
die Fig. 210 dar. Auf den augenbUckhch im 
Punkt A beflndliclien kleinen Körper, der durch 
den Faden von der Länge Z in fe^ehalten 
wird, wirkt ein : lotrecht nach unten sein Ge- 
wicht 6, in der Bichtung AO die Fadenspann- 
kraft S. Da sich der Körper auf einer wage- 
rechten Kurve bewegt, die in A den Krümmungs- 
halbmesser r hat, so erfahrt er noch die nach 
Fig. 210. dem Krümmungsmittelpunkt gerichtete Be- 

schleunigung p = r • oi^, und nach dem Satz 
von d'Alembert ist also die nach außen gerichtete Schleuderkraft Z 
als dritte einzutra^n. Die drei Kräfte wirken in derselben, durch die 
Punkte AOM bestimmten Ebene; es ist mithin keine Kraft in tangen- 
tialer Bichtui^ vorhanden und die Bewegung also eine gleichförmige 
Kreisbewegung . 
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I>ae na«h dem Satz von d'Alembert zu zeichnende Kräftedreieck 
ist bereite als ÄOM in der Fig. 210 enthalten. Man entnimmt ihm^")' 



(164) 



voraus die Winkelgeschwindigkeit folgt 



-f. 



(165) 
(166) 



Die Zeitdauer eines vollen Umlaufes ergibt Formel (1) zu 



Beispiel 14l)> Zu beetimineii eind die Abmeesu 
auf dem Breitengrad von Pajis und in Höhe des 
in t = 2 Bk auaftSurt 

Man erhält aus Formel (167} die Pendelhähe 

uad die Winkelgeschwindigkeit zu 



Der Halbmeeeer r kann beliebig gewählt werden. 

Stellt man aJs Bedingung, daß die UmfangageHchwindigkeit 
tragen soll, so wird 

Die vorstehenden Darlegungen gelten 
auch für das physische Kegelpendel, 
■wenn der Punkt A der Fig. 210 durch den 
Schwerpunkt 8 des aus dem Pendelgewicht 
und der Auf hängestange zusammengesetzten 
Pendelkörpers ersetzt wird. 

Beispiel 141. Anzugeben ist die Bedingung 
fttr die Stabilität eines Tachometers, daji aus 
zwei gekreuzten Pendelsystemen nach Fig. 211 
besteht, deren jedes durch eine Spiralfeder ge. Fig. 

halten wird*"). 

Das Eliehkraftmoment beider gut ausbalanzierter Schwungkugeli 
gewicht Q ist 




= 2.J 



"j Wilke, Z. d. V. d. I. 1918. 



■i-i 
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= %^ und 2. 



Jf = - 



-•Gl'. 



' 30»-2-a 
worin n die Umdrehungszahl der lotrechten Spindel in der Minute angibt. 

Ist a^ der Fendelausschlag bei ungespannter Feder, so ist dae gleich große 
Gegenmoment der Fedei gegeben durch 

worin c ein in mkg gemeaaener Festwert der betreffenden Feder ist und die Winkel 
in Bogenmafi einzusetzen sind. 




Fig. 212. 

Durch Gleichsetzen beider Ausdrücke ergibt sich 

_^ «-«, 30'-2-g __ «-«, _ 

Das Pendel ist nun stabil, solange n mit wachs^idem a zunimlnt, also fttr 

— > . Durch Differentiation erhält man nun 
a 

Bin2« -((« — (« — a„) ■ co82a ■ 2 ■ d« 
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also nach Einaetzea des Wertes von n aus Formel (16S) 

U = (±.....-,.-..,..o...).ig=^ 

Der Apparat ist stabil, solange 

tg2«>2-{«-«„} 

ist. Dabei kann »„ auch ein negativer Winkel sein. 

Ist das Tachometer so gebaut, daQ gerade bei et = Ag = , » 



'Y5f 



Damit erhält man 

.-33,42.(5) 

Für verschiedene Werte von a - 

und «0 ist dieser Zusammenhang 
in Fig. 212 aufgetragen, deren 
Höhen allerdings nur das 0,7033- 
foche der durch Formel (168a) 
gegebenen Werte zeigen. Daa 
Tachometer ist labil bei nega- 
tivem «g und d; = 30 bis 40°. 

Beispiel 142. Bei dem Watt- 
«chen Kraftmaschinenregler nach 
Fig. 213 ist S der Schwerpunkt 
des Gewichtes G der Schwung- 
kugel, der Pendelstange I, und 
der halben Lenkeratange I,. Letz- 
tere« greift für diese Schwerpunkt' 
bestimmung im Zapfen B selbst 
an. Die von diesem Gewicht 
verursachte Schwui^kraft Z, ist 

im Oleichgewicbt mit O, wenn ', 

ihre Mittelkraft die Richtung A B 
hat, wenn also die Gleichung 

Z, = 0-tg« 'i 

erfüllt ist. Man hat demnach nur 

von A aus die lotrechte Länge , 

in einem beliebigen Kräftemaß- '■ 

Stab aufzutrt^n und erhält dann 
als Wagerechte durch den End- 
punkt bis an die Pendelstange die 
Oröße von Z,. Wird die Zeich- 
nung für mehrere Stellungen der 

Pendelstange ausgeführt und Z, jedeemal senkrecht zu dem zugehörigen Ab 
stand X des Schwerpunktes von der Spindel aufgetragen, so entsteht die unten 
recht« in Fig. 213 gezeichnete Kurve Z,. 

Von dem Belastungsgewicht Q der Beglermuffe ruft die Hälfte auf die Lenker- 
rstange l^ die in der Bichtung BG verlaufende Zugkraft •?, hervor, mit der die 
Schwungkraft Z, des Kegelpendels und die natürlich durch den Tragzapfen A 
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de« ganzen Reglers gehende Zapfenkrafb P im Oleicl^wioht sein müBBcn. Da» 
iat mir dann der Fall, wenn aioh die diel Wirkungslmien in einem Punkt schneiden. 

Das zugehörige Krftft«dreieck "wird erbalten, indem man im Abstände -^ von A 

eine Wagereohte deht und duroh Ä die Verlängerung von P und die Parallel« 
zu BG legt. Werden die so b«fltimmten Werte von Z, wieder über den zugehörigen 
Schwerpanktaabetändeii z aufgetragen, so er- 
gibt sieh die Z.-Kurre der Fig. 213. 

Addiert man die zu gleichen Abet&nden x- 
gehörigen Höhen der jZ,- und Z,-Kurve, so er- 
hält man die ^-Kurve der ganzen Schwung- 
kraft'"}. 

Wird der Aufhängungsponkt A des Pen- 
dels um die Strecke ± Cj Ton der Spindel ab- 
gerückt, wie beim Porter, bzw. Kley - Regler 
(Fig. 214 und 216), so bleibt die Aufzeichnung- 
im Übrigen unverändert. Innerhalb geringer, 
durch die praktische Größe von c, gegebner 
Grenzen gelten bei gleichen sonstigen Verhält- 
nissen di^tben Z'Kurven für die drei Bauarten. 
Es verschiebt sich nur der Anfangspunkt der 
Fig. 213. 




Fig. 215. 



Aus der Formel Z = 6 



- ergibt sich die Winkelgeschwindigkeit z 



oder, da o) = -^- ist, die für i 
drehungen in der Minute 



I Gleichgewicht erforderliche Anzahl Um- 



= »f^-|-i--.»f|- 



Zieht man von dem Schnittpunkt der Sp 
eine Gerade nach einem beliebigen Punkt der Z-K 
Winkel gegen die z-Acbse 



idelachse mit der Achse der a;- 
irve, BO gilt für ihren Neigungs- 



Man kann demnach auch schreiben; 



tc). 



Ist etwa die Z-Kurve eine durch den Punkt gehende Gerade, so entspricht 
jeder Reglerstellung dieselbe Umdrehungszahl, bei der er im Gleichgewicht ist. 
Bei irgendeiner Abweichung davon geht die Muffe sogleich in die Grcnzstellung,. 
die untere bei kleinerem n und die obere bei größerem. Dieser astatiache Begier 
findet nur beim Antrieb von Pumpen u. dgl. als sogenannter Leistungsregler 
Verwendung, wo nicht die Steuerung wegen des häufig unverändert bleibenden 
Gegendruckes der Pumpe oder des Verdichters verstellt werden soll, sondern je 
nach Bedarf die Umdrehungszahl der Antriebsmascbine, und zwar in ziemlich. 
weiten Grenzen'"). 



DiBiiu.d, Google 
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Fig. 216. 



Bei den Reglern, die die St«uerung der Kraftmasclmien veistetlen, gekört zu 
jeder Muffenstellung eine ondeie Umdrehungszahl; der Befiler ist atatiech. 
Wächst ip mit zunehmendem x, wie im Fall der Kurve I der Fig. 216, 80 ist der 
Regler stabil. Er wird als labil bezeichnet, 
wenn <p im steigenden x abnimmt, wie im 
FaU der Kurve II der Fig. 216. LabUe 
Anordnungen sind unbrauchbar und müssen 
scrgf&ltig vermieden werden. Läßt sich tm 
die Z' Kurve von aus eine Tangente legen, 
80 besitzt sie an der Stelle einen aatatjsdien 
Funkt, wie die Kurve ITI der Fig. 216 zeigt. 
Der Begier ist in dem Fall nur dann stabil, 
wenn die Tangent« eine Wendetangente ist 
derart, daß ep mit zunehmendem x immer 
größer wird. 

Weil die Z-Kur?e die praktische Srauchbarkeit eines Reglers genau kenn- 
zeichnet, wird eie seine Charakteristik genannt. Vorteilhaft ist ein Regler, dessen 
Z-Kurve möglichst astatiscb ist. Da die Z,-Kurve immer den kleineren Einfluß 
hat, so muß man d^lir aoi^n, daß die Z,-Kurve schon möglichst astatisch iat. 
EÜn solcher Regler gestattet eine beliebige Ände- .„ 
rung der MuQenbdaatung Q und damit der 
Umdrehungszahl n, o^e daß «ich seine ' 
Charakteristik ändert Die Änderung von Q 
geschieht nun schon durch den VersteUwider- 
stand der Steuerung, dessen wahrer Wert beim 
Entwurf des Reglers gänzlich unbekannt ist, je 
nach seiner Richtung in dem einen oder anderen 
Sinne. Eine ausreichend aatatische Z,-Kurve bei 
nicht labiler Z,-Kurve gestattet somit die be- 
liebige Verwendung eines gegebenen Reglers. 

Einfache Mittel zur Erlangung der ge- 
wünschten Form sind eine ziemhch weite Ver- 
schiebung der Spindel nach der Schwungkugel 
hin, also die Bauart Kley (Fig. 215) mit großem 
Ci und die Knickung der Kugelarme im Punkte B nach Fig. 217. Den Verlauf 
der Z,-Kurve in Abhängigkeit vom Pendelwinkel oi und dem Knickwinkel ß für 
V, + r, = 0,4 ■ i, zeigt z. B. die Fig. 219 "). Die umgekehrte Auf- 
hangung wie etwa beim Proeil - Begier (Fig. 218) bietet keinen 
VorteiL Da Federn mit starker Zusammenihiickung c" 
Gegenkraft ausüben als Gewichte von üblichen Abmo 
wird durch Federbelastung der Muffe oder auch durch unmittolbaree 
Zusammenziehen der Gelenke B mittels einer wagereoht liegenden 
Feder eine ziemlich flach verlaufende Z^Kurve erhalten, deren 
Höhen zu denen der beiden anderen Z. . 
und Z, zu addieren sind. Hierin und 
in der bequemen VeTBt«llbarkeit hegt 
der Hauptvorteil der Federbelastung, 

Der Hauptgrund, weswegen der in 
der Nähe des astatischen Punktes ge- 
legene Teil der Z-Kurve genommen 
werden muß. ist der, daß der Unter- 
schied der Umdrehungszahlen für die 
höchste und tiefste Muff^nstellung nur 
eben so groß sein soll, wie es für die 
Stabilität nötig ist. Es wird also eine 
wenig gekrümmte und flach geneigte 
Z-Kurve gefordert. Bezeichnet nmu 
die zur höchsten Muffenstellung gehö- 
rige Umdrehungszahl, nmi» die zur 




Fig. 217. Fig 218. 
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niedrigsten Huffenstellung gehörige, n„ die mittlere, die bei gUnstiger AnefOb* 
rnng etwa der Muffeninitte entapricht, so ist der Stabilitätsgrad des Begiere, 
der melHt aU Usgleichförmigkeitagrad bezeichnet wird. 



Barch Multiplikation des Bruoties mit i ■ 




da. 



Fig. 220. 



Die zeichnerisohe Beetimmut^ von 
S, aus der Charakteristik gibt die 
Mg. 220 an. 

Von mehreieD Z-Kurren iat die- 
jenige die günstigste, bei der die 
Änderung von S^ mit zunehmendem 
wenigsten schwankt. 



Inderung v 
X am wei „ 
empfiehlt sieh deshalb, den Wert 

1 berechnen. Han setzt zu dem Zweck in Formel {nOh)qiaüa = ipm - 
und ipaua: = f + dtp. Dann ergibt sich 

jj __ tg(y + (iy)-ljiy tg y + dy 



l dy(l + tg'») 



2-tgy 



Nun ist ja tg 9> = — , also nach Differentiation 

d<p , ,, , i , , ar-dZ - Z- I 



tt den voisteheoden Ausdruck eingesetzt, so geht sie 

dx 2 \Z dx xl *"*' 

Von dem Stsbilitätagrad ist der Unempfindlichkeitsgrad 3. zu unterscheiden. 
Infolge der Eigenreibung dee Reglers und des Widerstandes aee Stellzeuges, die 
zusammen P kg betragen mögen, muß die augenbUcklictie tJmdrehungsztüil n 
auf einen etwas höheren Betrag ti, steigen bzw. einen niedrigeren n^ sinken, ehe 
die Eeglerbew^ung einsetzt: 



Die BerUcksicht^ng von 4, ist deshalb sehr nötig, weil bei ein 
von S^ Mne verhältnisroäSig günstige Z.Knrve nach oben hin z 



"*) PröU, D. p. J. IflU. 
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labilen und nach unten hin zu einer zu statischen umgewandelt werden kium, 
wie die Fig. 221 zeigt. Für die genaue Untersuchung sind also die mit Hilfe von 
i, aas der Z-Kurre entwickelten Grenzknrven maßgebend. Bei guten Reglern 
schwankt j, zwischen 4-^6 v. H.")- 

Erfährt nun der Re^er an der Muffe den Muifendmck E, der bei einer be- 
stimmten Muffenstellung mit Z im Gleichgewicht ist, so besteht zwischen den 
wirkenden Kräften die Beziehui^ 



Nach dem obigen ist B im Gleich- 
gewicht mit den Belastungen Q, 2 0, F, 
worin letzteres die etwaige Federbe- 
lastung darstellt. Außerdem gilt 



Besitzt also der Regler eine Gesamt- '"B- '^^^ 

oharakteristik, die mit der statischen 

Zf-Kurre üboeinstimmt, so ist der Muffendruck E unveränderlich. 
Das ArbeitsTermögen dee Beyers ist gegeben durch die Gleichung 

A=/E-ds, 



/E-d»=/Z-dxt . 

Die benutzte Fläche der :Z-Kurve {Fig. 221) gibt also das Arbeitavermögen a 

Das ebene mathematiBche Pendel 
zeigt die Fig. 222 in der äußersten Lage OA 
mit dem größten Ausschlagwinkel «„ aus der 
Mittellage OB und in einer beliebigen Stellui^ 
OCmitdem AuBBchlagwinkela. Der Gewiclita- 
körper wird beschleunigt durch die in 
Richtung des Kreisbogenweges verlaufende 
Seitenkraft (? ■ sin « . Seine Beschleunigung 
berechnet eich nach den Formeln (17) und -^^ 
(72) zu 



= i-e = i- 



= ?• 




Die Winkelgeschwindigkeit o> wird um so **' ^^^ 

größer, je mehr sich j% 

verkleinert; es gilt also a> = . Wird hieraus der Wert von dt 

in die obige Gleichung eingesetzt, so ei^bt sich 
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\Q2 BeBondere Anwendungen. 

und die Integration zwischen den Stellen A iind C liefert mit 

Jsinx ■ dai = — cob« + G 



Y^+i ■ *'"^'* -cosao). (175) 

Hiermit läßt sich die Spannkraft in dem Faden bestimmen: 

Ä=(?-cosa+2 = 0- (coaa -\ w*) =(?■ (3oosä — 2coe«o)- (176) 



dt' 



■' l 



Man formt den Ausdruck um durch den Übergang auf den halben 
Winkel (Bd. II, S.35) 



was e^bt 



Hierin setzt man jetzt 

sin— — sin-^- sai<p 
deren Differentiation liefert 

cos— ■ <Z— = sin-^ ■ coso) 



2-sin— 

«ta = — ... cosiy - d<p . 
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Das Pendel. 
Damit geht die obige Gleichung über in 



1/ 1 -sm* — -8111*95 sin Y ■ r/ 1 — sinV 
rf,. 1/9- 'i^ 



Für den größten Ausschlag ist— = -^, also sin 9? = 1; für die Mittel- 
stellung ist - ■ = , also sin 9) = . Die neue Veränderliche (p ist dem- 
nach zwischen den Grenzen— und zu nehmen. Man hat durch ihre 

Einführung die Bewegungs^eichung auf die Normalf orm des eUiptischen 
Int^rals erster Gattung zurückgeführt, und die Zeitdauer für den 
Weg AA = 2 ■ Ib (Fig. 222) ist also gegeben durch"") 

n 1/ 1 — sm''-r-- 8m»p 

Die Ausrechnung geschieht durch Auflösen des Ausdruckes -j — in 
eine konvergierende Reihe. Aus dem binomischen Lehrsatz '^ 



{a + fe)" = o" + r -o"" 



n • {n — 1 ) 
1-2 



der sich leicht durch den Schluß von n auf w + 1 erweisen läßt (Bd. I, 
S. 105), ergibt sich 

1-3 «, 

,4-sin*2 ■8inV + -.. 



(1 — sini* .ainipl ^ = 1 +2'^*T'^"**?' + 2 



Damit wird 




s ist nun 

2 



ix>) Euler, Mecanioa aive motua scientia, 1736. 
Stgphan, lactuilBChe Uechanlk. III. 



^•aai*(p'A^-\- ...] 



>y Google 



Besondere Anwendungen. 

2 

(miL*Vdf = ^-^ [Bd.I, S. 106], 

2 J 

/aiii*9?- d<p = j äux'^ip- dtp- {1 — cos'<p 



_ 1 Ji l'Bin^2q> d2ip 

~i'2~j ÄT^ ■ "^ 





entsprechend / sin'ip ■ d(f = ö ' 7 ' ä ' ä ■ • ■ 

Somit ist schließlich die Dauer einer einfachen Schwingung 



oder»") mit fl- = 9,81 m/ek^ 

( = 1,0030 -yr. f. (177b) 

Die Werte von 1,0030 • C enthält die Fig. 223 in Abhängigkeit von a„ 
für die gebräuchlichen Größtausschläge. Bei großen Winkeln konver- 
giert die Reihe der Formel (177 a) aehr 
langsam. Man arbeitet dann vorteilhaft 
mit den elliptischen Funktionen»*^), 

Man kann ein Pendel bauen, dae bei 
beliebigem Ausschlag unveränderliche 
SchwinguDgazeit hat, indem man den.oberen 
Teil des Fadens von aus (Fig. 222) euch 
gegen Führungen legen läßt, die aus zwei 
gemeinen Zykloiden bestehen**"). 

Beispiel 148. Anzugeben ist die Länge 
eine« mathematischen Pendela, das auf dem 
Breitengrad von Paris eine Schwingung in ( = J 
bzw. 2 sk macht, wenn kleine Ausschläge voraus- 
gesetzt werden. 

Die Länge des Sekundenpendels ist in Paris 
nach Beispiel 140 

(, = 0,9936 m. 

"^) Die für kleine Sehwingimgen geltende Formel ohne das Berichtigungs- 

i-t ist von Huygens, Horologium osciUatorium, 1673. 

'") z.B. Duffing, Erzwungene Schwingungen bei veränderlieher Mgen- 
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Rg. 223. 
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Naoh Formel (17Tb) iat dann die Läi^ des Halbsekundenpendele 



und die Länge dee Zweisekondenpendels 

'i = ii ■ (2)* = 0.9936 ■ 4 = 3,9744 m. 
Belspli^l 144. Wenn auf den Fendclkörper keine weiteren Kräfte einwirken 
als die in Fig. 222 eingetragenen, insbesondere keine Kiäft« senkrecht zur Schwin- 
gimgsebene, so bewegt sich das Pendel nach dem Satz vom Behamingsvermägen 
immer in derselben totrochten Ebene. Unter einem am Erdpol schwingenden 
Pendel würde sieb also die Erde in 86 164,1 ak einmal um 360° hemmdi^hen. 
Dagegen ist am Äquator keine Drehung der Erde unter dem in beliebiger lotreahter 
Ebene Bohwingenden Pendel zu messen. Auf dem Breitengrad <p ist die Drehnngs- 
geechwindigkeit der Fendelebene gegenüber der Erdobemäche gegeben durch^*^) 

wie die Zerlegung der senkrecht zum Erdhalbmeeser verlaufenden Winkelgeaohwin- 
digkeit in die beiden Seitengceohwindigkeiten lehrt, deren eine in die Ebene des 
Pajallelkreisee fällt, während die andere dazu senkrecht steht (Fig. 224). 





Fig. 224. 



Fig. 225, 



Daa physische Pendel besteht aus einem festen Körper, der um 
eine gewöhnlich innerhalb des Körpers gelegene Achse schwingt. Seine 
Schwingungsdauer wird bestimmt, indem man die Länge eines mathe- 
matischen Pendels aufsucht, dessen Schwingung mit der des physischen 
Pendels übereinstimmt. 

Bilden beide zu Anfang denselben Winkel iXg mit der Lotrechten, 
so sollen also ihre Bewegungen in jedem Augenblick die^be Winkel- 
geschwindigkeit und infolgedessen auch Beschleunigung haben. Mit 
den Bezeichnungen der Fig. 225 ist die Winkelbeschleunigung des 
physischen Pendels nach Formel (141) 



ö ■ e ■ sin öt 



«») Foucault, C. R. 1851. 
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worin J das Trägheitsmoment des Pendelkörpere in bezug auf die Dreh- 
achse ist. Für das entaprechende mathematische Pendel gilt ebenso 

O ■ l ■ sin «0 



Durch Gleichsetzen beider Werte ergibt cdch die gesuchte Länge des 
mathematischen Pendels zu 



' = STi- 



(178) 

Wird diese Länge l auf der Geraden OS von aus bis zum Punkt J 
abgetragen, so erhält man den Schwingungspunkt ^■) des physischen 
Pendels, dessen Schwingimgen so vor sich gehen, als wenn das ganze 
Gewicht des Körpers in ihm vereinigt wäre. 

Setzt man den Abstand des Schwingungspunktes in die Gleichung 
(177 b) für die Schwingungsdauer ein, so wird 

^ 1,0030. {.l/pT "' 



■14r,- 



' Ö- 



(179) 

worin J, das Tii^eitsmoment des Körpers in bezug auf die zur Schwin- 
gungsachse parallele Schwerachse ist. 

Hängt man das physische Pendel im Schwingungspunkt J auf, so 
wird die bisherige Drehachse Schwingungspunkt. Denn man kann 
für die erste Aufhängung nach Formel (178) schreiben 




jd^m- 



(178a) 



worin x den Abstand eines beliebigen Körperteilchens dm 
von der Drehachse angibt. Für die zweite Aufhäjigung 
erhält man entsprechend 



Setzt mai 
so folgt 



-ar)» _ l*- jdm -21- fdm- 



- [dm- 



:) ~ l- jdm — jdm-x 

hierin aus dem vorstehenden Wert für l e 

jdm ■ x^ — l- jdm • x , 



Fig. 226. 



l'-- 



l^jdm — l ■ jdm • x 
l- jdm -— jdm- x 



l. 



Beispiel 146. Zu ermitteln ist die GröSe der Brdbeaohleuiiigang g an einem 
bestimmten Orte. 

An einem homogenen Stab mit zwei gegeneinandergekehrten verschiebbaren 
Schneiden sitzen ebenfallH verachiebbEu; zwei gleichschwere Körper (Fig. 226). 
Man veiscbiebt die Sohneiden und die Körper 6 solange, bis das Pendel in einer 
genau gemessenen Zeit t^ gleichviel Schwingungen g macht, gleichgültig auf welcher 
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Schneide ee ruht. Dann ist der mit beliebiger Genauigkeit anfzumeBSende Abstand 
der Schneiden die Länge I eine« gleichschwingenden mathematischen Pendels, 



und man kann □ 



IT Formel (178) bzw. (179) mit t=^ die Erdbeeohleu- 



BelBßlel 146. Anzugeben ist ein Pendel, daa bei kurzem Bau eine lange 
Sohwingonf^ldaaer von z. B. 2 ek hat (TaktmeBser). 

Bei kleinem Ausschlag ist dafür nach Beispiel 143 die l£,tige l = 3,9744 m 
erforderlich. Nun macht der Taktmesser etwa einen Ausschlf^ von tHo ^^ ^"i 
er braucht also nach Formel (177b} und den Angaben der Fig. 323 die Länge 



1 = 



3,7161 c 




1,0764 

Sind Ja, J-i, •/] die Trägheitemoment« der drei Ge- 
wichte 0^,6i, O^, die das Pendel nach Fig. 227 zusammen- 
setzen, und zwar in bezug auf die Einzelschwerpunkte, 
so ist Formel (178) zu schreiben 

j Jq ■ g + q» ■ g? + Ji - g + Ol - '! + Ja • ff + g. ■ cj 
+ O, ■ e, - 0, ■ e„ - 0, ■ e. 
Wenn also 0, ■ e, nur wenig größer als Of,- e„ + O,- 1^ 
ist, so läBt sich das gegebene { bei ganz geringen Ab- 
messungen verwirklichen. 
Wählt man etwa 

ö, = 15, G, = 120, 0, = 30g, 

J, = 0,05, Ji = 0,20 , Jj = 0,01 om - g • sli' 

e„ = 6, e, = 4cm, 

so ergibt eich '^B- ^''^^'■ 

30 -(371,61 -f«j)-e, = -981 (0,05 + 0,20 + 0,01)- 15-6»- 120-4' 
+ 371,61 - (120 - 4 - 15 - 6) . 
also 30 ■ e| + 11 148 ej + 255 + 640 + 1960 - 144 928 = 

oder e = — 185,5 + >W782,5 = 13,5 cmi"). 

Beispiel 147. Es ist das Schwungmoment eines ansgefOhrteo Schwungrades 
in bezog auf seine Drehachse zu beetimmen. 

Man hängt das Schwungrad an einem Kran auf, mißt die Uinge e von der 
Aufh&ngungBstelle der Hängeseile bis ztu: Mitt« und zählt die Anzahl » der Schwin- 
gungen, die in einer Minute gemacht werden. Wenn femer das Gewicht Q durch 
eine Wägung ermittelt worden ist, ergibt die Formel (179) bei einem Ausschlag 
von etwa 10° nach jeder Seite 

[/59.4\» 1 



Ist z.B. 
so beträgt 



# ■ O ■ D" = 4 ■ ■ . 
= 4735 kg, e — 3,275 m gemessen und z 



■ P> = 4 ■ 4735 - 3,275 ■ 



1 130,67^ 



= 30| gezählt worden, 
»800m3-kg. 



1") Bohnenberger u. Kater. 1818. 

"^) Pendel von veränderlicher Länge während der Schwingung bebandelt 
Bossut, M6m. de l'Acad. des sciences, Paris 1778; Foucauft, CR. 1851; 
Delaunay, M6canique, 1856. 
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Das VerfahreD*"] liefert nur bei genaoeatem Äuimeseen von e und Zählen 
der Sohwingongen träht«nd mehrerer Minuten (3 ~ 5) ein Ergebnis, da« von 
dem der Bwec^ung ana den Abmessungen i. M. um etwa 5 t.H. abweicht {vgl. 
Beispiel 115). 

Beispiel 148. Ein Telegraphendraht von d = 3 mm StÄrke ist über die Lange 
I = 100 m mit der Spannkraft S = 156 kg auageeponnt und soll dabei den Duroh- 
hang / = 3,40 m haben (Bd. I, BeiBplel 140). Featzustellen ist, ob die vor- 



»■O-f. 



gefuhrt wurde'". 

Nach Beispiel 116 ist das Schwungmoment eines solchen Drahtes vom ue. 
wicht q kg/m 

1,875 ' 
ferner l&Bt sich mit Hilfe der Formeln (SOb) und (113) in Bd. I leicht herleiten 

0-t = q-l-if. 
Damit wird die Schwiugungsdaner gemäB Formel (179) bei einem mittleren Aus- 
eohlag von etwa 1S° nach jeder Seite 



■ 1,875 -g-i- 0,667-/ 



= 0,812 ■ Yl sk. 



Vorteilhaft zählt man die Anzahl t der Schwiogui^n in einer Minute, die 
beim B<!wegen dee Drahtes von einem Ende aus entstehen. Ans der Gleichung 
t ' 2 = 60 sk folgt dann der tatBöchliche Durchhang 

Ist also 2 = 36 gezahlt worden, so ist / = i-^j ~ 3.34 m. 

Die Bestimmung gilt für alle Drahtsorten, Stützenabstände und Neigungen. 

Betspiel 149. Zu berechnen ist die Schwin- 

i^^sdauer eines Wagebalkens vom Gewicht 6 

und dem Schwungmoment Ö ■ ö ■ q' in bezug auf 

die Drebaehae, der Hebellänge a und dem Ab- 

, stand h des Sohwerpunktea von der Drehachse, 

der auf jeder Seite durch die Schalenlast Q belastet 

Fig, 228. ist und durch ein kleines Übergewicht q auf einer 

Seite in Schwingungen versetzt wird'"). 

Ist der größte Ausschlag des Wagebalkens aus der Wagerechten a (Fig. 229), 

Bo lautet die Momentengleichung, wenn man berücksichtigt, daß die beiderseits 

anhängenden Lasten mit beschleunigt werden müssen, 

,.[j + '2:m±ä].,...„. + o-K-^.. 

Damit ergibt sich der Abstand des Schwingungspunktes von der Drehachse zu 

,_ {»-G + 2Q + q)-a 



wenn wieder J ■ g = S ■ 6 ■ a^ in Formel (178) eingesetzt wird, was 
durch einen Schwingungsvereuch mit dem unbelasteten Wagebalken 

'») Townsend, Cambridge and Dublin Math. J. 1847. 
1") Dreisbach, E. T. Z. 1909. 
'") Lawaczeok, D. p. J. 1906. 
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Nun ist der SohwingungB-AussohlE^ doppelt so groB wie der in Bd. II, S. 18 
ang^ebene elastieche, also 



da dae Übergewicht q den Hebel solai^ beschleunigt, bia er in die eigentliche 
Gleichsewichtelage kommt, worauf er um denselben Weg unter Verzögerung weiter 
geht. Man erhält so ab Sohwingungsdauer bei naturgemäß nur kleinem Ausschlag 



r 1,5- G 



erledigen, so ist, da die Größe von O und das Verhältns — durch die vorgeschriebene 

Empfindlichkeit (Bd. II) festgelegt ist, in erster Linie die Hebellänge a klein zu 
machen und nebenher & durch due Formgebung des Wagebalkens nach Mö^ch- 

keit zu verkleinem. Ein nicht zu kleines Hebelgewicht G ist fiir die Verkleinerui^ 
der Scbwingongsdaner günstig. 

Es ist leicht, in derselben Weise auch die Sohwingungsdauer einer mehrfach 
zusammengesetzten Hebelwage, etwa nach Fig. 41 in Bd. II, zu bestimmen""). 

Beispiel 150. Anzugeben ist die Belastung, die ein Glocken, 
stuhl durch eine schwingende Glocke erfährt'"). 

Bei einem behebigen Ausschlag a aus der Mittellage hat 
jedes Qlookenteilchen die Winkelgeachwindigkeit <o und die 
Winkelbeschleunigung e, für die die Formeln (176) und (176) 
gelten. Auf irgendein Teilctien im Atistand x von der Drehachse 




dz = aQ- 


g ' 


dl 


Q 




dZ 


"4« 


Seitenkraft erhält man 


n je eine 


wagerechte und eine 


lotrechte 




Fig. 229. 


dV==da + dQ-- 


"?^.,.o 


.. 


— coBÄo) ■ cosa - 


-dO-^- 

9 


9 ■ 

l 


na-ain«, 


also nach Integration 


über und 




der 1 


Fig. 225 


F = G- 


l' + f- 


(3- 


cos'« -2 -cos« 


. ■ aoeai, — 


"1 


















S = < 


ff - 1 . (3 




la -sin« — 2Bini 


% ■ coaoo) . 






Für die MitteUage, 


. also a = 


= 0. 


ist 2 = und 








Fniai = ß 


•[' 


+ '-i^.a-» 


...,]. 






Den Höchstwert von . 


Ef erhält 








1?-«- 


;oe«-2 


cosctg) -coex — sin« 


.(3sin«- 


-0)1 


= 0. 
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HierMu folgt die Bestii 



Beaondere Anffendnngen. 
ntmgagleichnng 



= 34° 23' und Bin« - 0,5648 . 



also cwa = i ■ (ooa«, + Vco«'«, + 18} . 

Ist z. B. gegeben O = 7530 kg, a„ = 50°, y cvi 0,80 >»•), so ist der A 
bei dem die wogereohte Seitenkraft H un größten wird, beatimmt duich 

cos« = i • (0,0561 + yiM3Ö4) = 0,8247 . 
Dem entaprioht 

Damit wird 

HmAi = V630 ■ 0,80 • (3 ■ 0,8247 - 2 ■ 0,6561) - 0,5648 1« 3550 kg. 
Die gleichzdtige lotrechte Seitenkraft iat 

V = 7830 ■ [1 + 0,80 ■ (0,8247 ■ 1,0619 - 1)] t« 6780 kg, 
w^irend die gröBte den Wert hat 

Fm« = 7530 ■ (1 + 0,80 ■ 2 ■ 0,3439) c^ 11 670 kg. 
Wird die Tmgaohse der Glocke gekröpft, bo daß die Lagerst^en dem Scbwin- 
gungBptmkt etwa um den Betrag -j = 0,30 näher^") rücken, so wird 



das lugehörige V = 7630 ■ (1 - 0,60 ■ 0,124) = 7070 kg, 

das größte Fmai = 7530 ■ (1 + 0,60 • 0,6878) = 10 110 kg. 

Bemerkt sei, daß jedes Glied des zweigliedrigen Schwingungsaystoms Qlooke 
und Klöppel dieselbe Schwingung ausfuhrt, wenn ilire Schwingungspunkte über- 



16. Schvingangeii fester Körper. 
Mathematisch leichter als die Pendelschwingungen sind die kleinen 
seitlichen Schwingungen zu bebandeln, die ein mit der überall gleichen 



Fig. 230- Fig. 231. 

Spanntraft S angespannter Faden od. dgl. um die Befestigungsachse AB 
ausführt (Fig. 230). Solange die Schwingungen klein sind, kann die 
Bandlänge dl ^ dx gesetzt werden, und die Kraft, die auf Zurück- 

»") Köpke nach Kofahl, Z. d. V. d. I. 1904. 
'") Bierling nach Schreber, D. p. J. 1908. 

"') Kaiserglooke des Kölner Doms, Veltmann, D. p. J. 1876; Hort, Tech- 
nische Schwingungslehre, 1910. 
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führuDg des kleinen TeilcheuB vom Gewicht q ■ dx in die Mittellage AB 
hinwirkt, ist die Mittelkraft der beiden an seinem Ende angreifenden 
Spaimkräfte S. Sie ist nach dem Kräftedreieck (vgl. Bd. II, S. 231) 

Nun ergibt die Fig. 231 ohne weiteres ^ ^ -^~, also 

dy d^y 
da> =^ di^= -^-^- dx , 
dx dx" 

und damit wird 

dx^ 

Diese Kraft erteilt dem Teilchen, auf das sie wirkt, die Beachleuni- 
gimg p = — |- und es gilt also nach Formel (70) 

D ^ g • <^=g d^y 

9 ' dt^ 

Durch Gleichsetzen beider Ausdrücke erhält man die Differential- 
gleichung dieser Bewegung 

^!|^^,..^, (182) 

dt^ dx'' ' ' 

worin abkürzungsweise gesetzt worden ist 

m/sk. (183) 



-f 



Die Losung ^'*) wird dargestellt durch 

3/ = /,(c-(+ar)-/a(c.(-3;), (184) 

worin /^ und /^ zwei ganz willkürliche Funktionen angeben. Denn es 
ist, da X und t voneinander unabhängig sind. 



dt 



= c- f',(c-t + x) —c-f,(z-t-~x). 



^ = j[(c-l + x) + f,{c-t-x). 



und hiernach 

dt» 

d^y 



= cä./;'(c-( + x) -cs./;'(c-i- 

= /"(c-( + x)-/"(c-i-a:), 



dx» 

") d'Alembert, M6m. de l'Acad. de Berlin 1747. 
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wenn beachtet wird, daß aJlgemein aus der Gleiobung 

z = f{x) folgt dz = i'(x)-dx. 

Nun ist nach Fig. 230 immer y = f ür a; = and x = l. Es gilt 
also nach Formel (184) 

h{c-t) = U[c.t). 

Schreibt man 

c-t~x = c-it - — ), 

Bo kami man t' = t als neue Veränderliche auffassen und dem- 

c 
gemäß aus der rorstehenden Gleichung folgern 

y = ti(c-t-\-x)- f^(c . O = /,(c ■t + x)-f^(c.t~x). 

Entsprechend gilt 

/i(c •t + l)=Uc-t~l)= /,{c .(-()■ 

Das heißt: /^ ist eine periodische Funktion von^der Periode 

2-1 , 
ta = sk. (185) 

Mit dieser Periode schwankt also das Band um die Iffittellage AB 
der Fig. 230. 

Dasselbe kann auch aus der Anschauung an Fig. 230 hergeleitet 
werden: Für jedes belieb^ a; ist y = 0, wenn sich das Band gerade 
durch die Mittellage AB bewegt. Geht man nun von A aus nach B, 
dann wieder zurück nach A und von dort weiter nach C, so kommt 
man auf diesem Wege 2 l -\- x ebendorthin wie auf dem Wege 
AB + BC ^21 —X. Es gilt also in der Mittellage AB nach For- 
mel (184) sogleich fi(2 l -\- x) = /j(2 l — x) und ebenso für alle ganzen 
Vielfachen von 21. Die Periode der Schwankungen bestimmt sieh 
demnach aus c • tg ^ 21. 

Wenn ein Punkt C der ganzen Lange { festgehalten wird, dessen 
Lage so gewählt ist, daß BC = t • AO oder auch umgekehrt ist, worin * 
eine ganze Zahl sein muß, so schwingt das Band oder die Saite derart, 
daß an jedem der » Teilpunkte ein Schwingungsknoten entsteht und 
in der Mitte zwischen ihnen je ein Schwingungsbauch. Die Schwingung 
der ganzen Saite liefert den Grundton, die Teilschwingungen die har- 
monischen Obertöne. 

Beispiel 161. Ein Ledertreibriemen vom Einheitegewicht y = 0,95 kg/dm^ 
habe die freie Länge l = 4,53 m und soll mit der Spannung a = 27 kg/cm* auf 
den SckeibeQ. Uegen. Es ist feHtzustellen, ob er riobtig gespannt ist. 
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Man versetzt ihn durch einige kräftige Schläge in Quetschningungen. Bei 
richtiger Änapannung ist die Schwingungsdaaer zwischen zwei gleichen Logen auf 
derselben Seite der Hittellage"*) nach den Formeln (186) und (183) 

2io= -*L^. (186a) 

t 3 
Hierin ist einzusetzen 

ä-J-,-.kg, ,_6...100.j4kg/m, 

a gerechnet werden. Da* 

2 1„ = 0,404 - i ■ !,/-? (186b) 

= 0,404 ■ 4,53 -V ^ = 0,343 sk. 

Es sind also in 3,4 sk 10 Doppelschwingungen zu wählen, was am. besten da- 
durch geschieht, daß man an dem rulenden Bicmen eine ölgetränkte Federpose 
befeBtigb nnd ein Blatt Papier daran nach Befehl einer die Zeit me^enden Person 
vorbeifuhrt. 

Das Verfahren ergibt den wirklichen Spannnngswert nur nähenmgaweiBe, und 
Fehler von 10 v.H. kommen dabei leicht vor, wenn man nicht besondere Beeonaoz- 
.Apparate benutzt'"). Sind etwa z = 10,6 Doppelschwingungen in (, = 3,4 sk 
gezählt worden, so ist 2 (g = — , also 



= 0,103 -r-i-i-'i] = 0.183 • 0,95 • 



3,4 



Die obige Berechnung trifft auch dann zu, wenn sich A&b Band 
mit der gleichförmigen Geschwindigkeit v etwa nach dem Anfangs- 
punkt A der llg. 230 hin bewegt. Zur Zeit t ist daim die Entiemung 
eines anfänglich im Abstand AC — x befindlichen Punktes x^ — x — v- 1, 
und die Gleichung (184) geht damit über in 

y = h[{c -V). t + X-]- f^[(c ^ V) • t - x-] . (187) 

Entsprechend dem Obigen ergibt sich für x =: 

h{(c~v)-i\=U[(c + v)-f\, 
und durch eine völlig gleichartige Rechnui^ folgt 



L muß, so gilt weiter 

:;:■'). 

'") Die Formel wurde durch Versuche gefunden von Mersenne, ca. 1600 
zuerst berechnet von Taylor, 1715. 

'-'*) Skutsch, Zwei Vorträge Über die Mechtuük der Riementriebe, 1915. 
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d. h. /i ist eine periodische Funktion mit der Periode 
c ~-v 2-c-i 

c+v ~ c+v 

und die Scliwingungedauer"") bestimmt sich aus 

zu 

2-c-l l , / 



Da V hierin nur im Quadrat auftritt, so ist die Richtung der Bewegung 
des Bandes ohne Einfluß auf die Schwingungsdauer. 

Für tj* > c* = verschwindeii diese Seitenschwingungen, was 

allerdings noch keinen ruhigen Lauf gewährleistet (vgl, S. 223). 

Der zweite Ausdruck für (g ist gleichzeitig die Formel-") für die 
in Beispiel 42 erläuterte Dopplersche Erscheinung. 

Beispiel 152. Der Treibriemen des Beispiels 151 läuft mit v = 22 m/sk um; 
er ist im ziehenden Trum aeepannt mit Oj = 38 kg/cm', im losen Trum mit 
o, = 20 kg/cm'. Anzugeben ist die Zeitdauer der seitlichen Doppelschwingungen. 

Man erhält aus Formel (188) 



1 - ^— j 1 - 0.0102 ■ w» . -i- 
also mit den gegebenen Zafalenwertea füi da« siehende Trum 
\/ÖM 



0,404 - 4,ö3 ■ V- 
1 - 0.0102 ■ 22' ■ 



und für das lose Trum 



^'•>*~ öfti 

1 - 0,0102 - 22" ■ -^ 



Ist 2 (g beobachtet, so ergibt sich 



Da die Schwingungsausschläge infolge Kesonaiiz (vgl. S. 53) an einer be- 
stimmton Stelle zwischen einem Größt- und einem Kleinstwert schwanken, so 
kann man die mehrfach wiederholten Perioden während einer gewissen, mit der 

»«) Skutsch, Ann. d. Phys. u. Chemie 1897. 

>") Klinkerfues, Göttinger Nachr. 1868. 
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Stoppuhr enmtt«lteD Zeit sehr genau auszählen und so die Spannung während 
des Betriebes mindestens im Leertrum angeben. Die des anderen Trums ULBt 
sich daraus nach Bd. II, S. 240 beieohnän. Wegen der Wirkung des ÄuspreB' 
winkeis i&ßt sich aber die Länge I nicht genau genug festlegen, ho daß die Ge- 
nauigkeit höchstens 5 v.H. beträgt. 

Eine häufig Torkommende Schwingung entsteht, wenn etwa ein 
Gewicht 0, das an einer Feder hängt, deren Gewicht im Verliältnia zu 6 
vemachläeeigt werden kann, aus seiner Gleichgewichtslage im Ab- 
stand Xg bis zur Entfernung a^min von der Bezugsebene 
angehoben und dann losgelassen wird (Fig. 232). Ist q 
die Kraft, die die Feder der Verlängerung oder Ver- 
kürzung um 1 cm entgegensetzt, so gilt bei der beliebigen 
Entfernung x des Gewichtes, die zwischen Xmia und Xg 
beträgt, nach dem Satz von d'Älembert 

+ o-^.^ + ,.i^,-z) = o. (190.) '*>; 

worin die positive Eraftrichtong im Sinne der Zunahme 

von X gerechnet ist, oder nach Division durch — pj- 232. 

wofür abkürzui^weise geschrieben werden kann 

d^x' 

-^^- + cl-x' + c = 0. (190 b) 

Die allgemeine Lösung dieser linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit unveränderlichem Störungsglied lautet nach 8. 29 

-)- x' = + Ci ■ cos (Ci ■ + Ci ■ sin (c, ■ + -% , (190c) 

worin C^ und 0^ die bei der zweimaligen Integration eintretenden Fest- 
werte sind. Denn die Differentiation dieser Gleichung liefert 

+ ^= -Ci.c,.8in(Ci-0+C,.Ci-co8(c,-0+0. 

+ = —Ci-<^,-coa{Ci-t)—Ci-c',-iän(Ci-t), 

und man erkennt, daß die Gleichung (190b) dadurch erfüllt wird. 

Zur Bestimmung der Festwerte beachtet man, daß zur Zeit t = 0, 
also im Augenblick des kleinsten Abstandes x^b, die Geschwindigkeit 

— -— = ist. Mit 3^ — X(, ~ X geht die Gleichung (190c) für diesen 

Fall über in '■ ■ " ■ ■ 

Xo - a^miQ = +C-t ■ 1 + Ca ■ + -^ , 
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und ihr erster Differentialquotient lautet enteprechend 

= —Ci • c, . + 0, . Ci . 1 . 
Die letztere Gleichung ergibt sofort Oj = und die erstere 
. Damit erhält man nach Binsetzen der Werte 



für Ci und c. 



a 



_?Vcos((.l/^). (lÖOd) 



■n 



Die Schwingungsdauer, nach der sich das Spiel wiederholt, ermittelt 
sich gemäß Formel (IdOc) durch den Ansatz c^- 1 — 2n zu 



Nun ist ja (^ = 



-, und damit wird 

(„ = 2 - 71 . ]/- 



{191b) 



Setzt man hierin 

= }-/,. 
worin fg die in cm gemessene Äusfederung ist, die das Gewicht Ö der 
Feder im Ruhezustand erteilt, so folgt mit z - fg = I die Schwingungs- 
zahl z in der Sekunde zu 



1 i/g ^ 4,985 



Beispiel 158. Es sei gegebei 
wird mit = 9SI cm/ek* 

^= +13- 2 ■ coe (31.321 ■ t) 
und die Periode der Schwingung betrat 



(193) 
= J cm, Xa,u. = 12 cm, a^ = 15 cm. Dann 



(.■= 



31,321 



= 0,21 



.CT 


Tr> 


V"f- 








il>K 


If'- 


Yii 




r- 











Den Veelftuf der Schwingung in Abhängigkeit von der Zeit Bt«llt die Kg. 233 
dar. Die SchwingungsauBBchläge sind von der Gleichgewichtslage aus nach oben 
wesenthch größer als nach unten. 
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Ist das StörungBglied der Schwii^viiigsgleicbimg nicht unveränder- 
lioh, sondern irgendeine Funktion F(t) der Zeit: 

dl» "^ 



= ^(t) , 



so abernimmt man die schon S. 2d gegebene Lösung der Gleichung 
ohne StönmgsgUed und setzt nur die Unrerändetlichen jener Lösung 
als noch zu ermitteMde Funktionen /,(t) und /i(l) der Zeit an: 
a: -/,-(() • eo8{c • () + /g(0 ■ sin(c • () . 

Durch Differentiation erhält man hieraoB leicht, wenn abkttrzimgsweise statt 
f{t) nur / geeobrieben wird, 

-/.■«»■BiD(c-() + 2-c-coB(c-J)-|^ + «n(c-()-^. 
Setat man dieee Ausdrücke in die gegebene Gleichung (193) ein, so geht sie über in 
-2...dn(..l).^ + o<.(»..).-g + 2.»..o.(,.|)-4i 



■ <tV. 

dt* ' 



""•')-^-™. 



Da sur Beatimmung der beiden Funktionen /j und /, iwei voneinander nnab- 
hängige Gleichungen nötig sind, so kann man noch eine zweite willkürlich ansetzen, 
am vort«iIliaft«st«n 

deren Differentiation ergibt 

Subtrahiert man diesen Auedruck von der umgewandelten Au£gtuigsgleichung, 
an folgt 

-=.*.(.-.)-§ + ».c«(...).f _TO. 

Man hat bo zwei einfache Gleichungen für die beiden Diffraentiale -^ und -dy 
erhalten, deren Auncchnung liefert **' "' 

^'— l.»,c..l.TO, |^-- + i.«(,.„.J',„. 
Du« Integration ergibt schlieBlich 

/, - - 1 -fni) • »n(o ■ 1) ■ dl + 0, . 

/.- + !■/''('>■«<"('!■')■•« + <'.■ 
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Damit lautet die Lösung der g^ebenen I>ifferentialgleichniig (193) 

x = C\-cm(c-t) +(7,.8in(c-()H \-coa{c ■ t) • j F{t] ■ säD[c ■ t]dt 

+ 8m{c • t) ' I F{t) .cofl(c. l)dt\ (194) 

deren Festwerte C^ und 0^ aus den Anfangsbedingungen bestimmt 



Beispiel 154. Bei der Anordnung nAch Fig. 23S werde die obere Befeetigunge- 
atelle der Feder etwa durch ein Kurb^getriebe mit langer Schubetange auf- und ab- 
bewegt mit der gleicbbleii>enden Winkelgeachwindigkeit o> , so doB der Ausacblog 



Ea wirkt jetzt auf den ansjehängten Körper nicht mehr die Federknit g ■ x', 
sondern g- {x^ — y), worin x hier den Ausschlag der Feder aus ihrer Gleich- 
gewichtslage angibt. Die Scbwingungegleichung lautet dann 

G d'x" , , ■ , « 

- -^(-.- + «-* =9-»-sm(a)-0- 

Ihre Lösung ist nach Formel (194), wenn vorläufig abkttrzni^weise geschrieben 

x'=+'j-\- cofl(c, ■ ■|8in(c, ■ t) ■ sxa(a> •t)-dt + Bm{e, ■ t) • / ooe(<^, ■ l) 
• Bin(a- ■ () ■ dt\ + Gl ■ ooB{c, ■()+(?,• Bin(c, ■ () . 



'(«, ■ 1) ■ ^(B • 1) + - ■ eo.(», ■ 1) ■ ßto(«i ■ 1) ■ CO. 


i(«,.|) 


'(c, ■ i) ■ sm(o) ■ () - ^ ■ Hm(e, ■ i) ■ co8(Ci ■ () • oo« 
•-(io.(«,-l) + 6-,-m(c,-l) 


....,] 



Als Anfangsbedingungen seien gegeben für die Zeit l 



infCi't) + Cj ■ Ci ■ C0B(c, 
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Sohwingangen fester Körper- 
und erb&lt jetzt init den Anfangawetten 

= ^"^ , ■ Bin?' + Cj-l+Ct- 



= 



Ci--" 



- C, • Ci ■ + C, ■ c, : 1 , 



Dfunit wild sohlieBlich der ÄusBohls^ 

oder, Tenn die Werte für c, und c, wieder eingeeetzt -werden. 






g-q 



Die ersten beiden Glieder der Klammer ergeben die Eigensohwingong dea an- 
gehängten Körpers und dos letzte Glied die erzwungene Schwingung, die hier 
zeitlich mit der Antriebasohwingung übereinstimmt; freilich ist ihr Ausschlag 
nicht mehr r, sondern größer. Die Produkte der Zeit 1 heißen die SohwingungB- 
zahlen oder Frequenzen der Einzelschwingung, denn sie geben naoh Formel (191 b) 
an, wieviel ganze Schwingungen in einer Sekunde ausgeführt werden. 

Wenn die Schwingungszahl lo der erzwungenen Schwingung klein ist gegen- 

tiber der der EigenschVingung e, = 1/^^ , so verschwindet im Nenner des den 

AuBsohlt^ angebenden Ausdruckee vor der Klammer das zweite Glied gegen- 
über 1 ; Die Schwingung stimmt der Größe nach mit dem Auaschlag der An- 




Fig. 234. 

triebskurbel überein. Die drei Binzelschwingungen «ind in Fig. 234 aufgetragen 
und setzen sich zu der kräftiger ausgezogenen Gesamtschwingung durch Addition 
der drei Höhen zusammen. 

Wird o> größer, so vergrößert sich auch der Ausschlag der Schwingungen, 
insbesondere des zweiten Anteiles der freien Schwingungen. Die AuBsohläge 

werden sehr groß, wenn m c-o l/^-Js 

bezeichnet man als Resonanz, wo die Ausschläge rechnerisch unendUch groß 
ausfallen, wenn auoh der Antriebsausschlag selbst recht klein ist. Im allgemeinen 
muß dieser Fall peinlich vermieden werden außer etwa beim Anlaufen einer Ma- 
schine, wenn sie so schnell über den Resonanzbereich hinwegkommt, daß die Zeit 
zur Ausbildung der gefährlichen Schwingungen fehlt. 

Beispiel 166. Beim genauen Auswuchten der Wellen und Rfider von Dampf- 
turbinen läßt man die Welle absichtlich mit einer Winkelgeschwindigkeit w um- 



-^r ist. Den Fall der genauen Übereinstimmung 



, TuchnlBchs MectuinJk. III. 



14 
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laufen, die der nocli Formel (192) berechneten EUgenechwingungszohl der die 
Lager haltenden Federn entspricht, danut Resonanz auftritt und so die kleinen 
Mängel der Auswuchtung aioh durch die dabei auftretenden starken Vergröße- 
rungeo der Ausschläge möglichst deutlich bemerkbar machen. 

Ima^näre Zahlen. Daa Quadrat einer positiven oder negativen Zahl ist 
Bt«t8 eine positive Zahl: 

(+o)> = (-a)' = o». 
Infolgedeesen ergeben nur Quadratwurzeln aus positiven Zahlen reelle Werte. 
Jedoph kann etwa bei der Auflöeung einer quadratischen Gleichung, deren Zahlen- 
werte beliebig oder auch nach einem bestimmten Gesetz veränderlich sind, die 
Ausrechnung von fa* — 6* verlangt werden, wobei 6> o ist, Han setzt an 

^'~6>"= V-d'=^+d-}'-l = e-i. 
Hierin ist c = yT'^'^^ä* ond t = 1^^ . 

Zahlen, die mit diesem Ausdruck i multipliziert sind, nennt man imaginäre. 
Ausdrucke, die aus einer reellen und einer imaginären Zahl zusammengesetzt 
sind, beiOen komplexe Zahlen, wie etwa a ± b ' t . 

Ist die Gleichung gegeben 

eränderlicbe Zahl ist, so gilt ja a = ff 
,us der Gleichung 

die beiden 

. = », !.-(!. 
Die gebräuchlichen Rechenoperationen mit komplexen Zahlen ergeben im 
allgemeinen wieder eine komplexe Zahl: 

ia±b-i)±{c±d-i)=a±r:±{b±d)-i, 
{a±b-i)-io±d-i)==a-c~b-d±ia-d + b-c)-i, 
dagegen (a + & -.") ■ (a - 6 ■ t) = o' + 6', 
aber wieder 

a±b-i ^ {a±b- i)(c T d-i) _ a-c + b ■ d_ b-e-g-rf . 
o±d-i {c±d-i)-(cTd-i) c' + d=" ± c» + d» ■*■ 

Man kann hiernach umformen 

(cos«±i-8in«)-(0O8/!±i-sin/J) 

= cos« - cosi* - sinn ■ sin^ ± .■ ■ (sin« ■ cos^ + cos« ■ sin^) 

= 0O8(« + ,?)±i-Bin(«+/f). 

Ein entsprechender Zusammenhang läßt sich für drei und mehr Winkel a, ß, y • ■ ■ 
angeben. Setzt man jetzt alle Winkel einander gleich zu ix, so wird 

(cos« ± i • sin«)- = coan ■ ff ± i ■ sin«. « . (195) 

Es läßt sich leicht zeigen, daß diese Formel auch für beliebig gebrochene und 
negative Exponenten n gilt. 

Entwickelt man die linke Seite der Gleichung (195) nach dem binomischen 
Satz (8. 193), so ergibt sich 



-("-!)-("- 2) . 
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und man erhält dorana die beiden Gleichungen 

n-{n-l )-( n-2)-{n-3) 
'^ 1-2-3-4 






1.2-3 

Wird jetzt «in — umgewandelt und Bchließlioh n = oo angenommen, ao wird 

und das zweite Glied der ersteren Reihe gebt z. B. über in 



.Bm>_ = -±-— ^.1- - =- 



1-2 

1 • (1 - 0) . 
1-2 



1-2^ 1 ■2-3-4 ■■■' 
am« = j- -j-TgTä + i .2-3-4-5 ~ ' ' ■ ' 

worin auf der rechten Seite a in Bogenmaß zn nehmen ist. 
Ebenso läßt sich nach dem binomischen Satz entwickeln 

(■+^r='+T- 

und wenn wieder n = oo gesetzt wird, 

(' + ¥)"-'+T + T-2+T:yr5-- 

oder für a; = 1 



(196) 



(197) 



• + v -l + x^ 



Verwandelt man jetzt etwa n in — , so wird e = ( 1 + — 1 r od«r "''ch Er- 
hebung in die a;" Potenz «=^00 



1 ^ 1-2 ^ 1-2- 



(199) 



14' 
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«««+» -Hin« = «•■•, t 

«»«-i-™«..-— ,1 '""' 

00.« = J. (.■•- + . -•■•), I 

2 ■ .■ ' ' J 

Man kann hiermit imaginäre Aasdrlloke wieder anf reelle znritckftthreii. Bei 
vielea Keohnnngen ist der Durchgang durch das imaginäre Gebiet nur eine 
ZwiBohenoperation. 

Wird dieselbe Anordnung wie in Fig. 232 w^erecht auf einer festen 
Unterlage angebracht (Fig. 235), so lautet die Äusgangsgleichung unter 
sonst gleichen Umständen 



Sie unterscheidet sich von der ersten dadurch, daß das St^nngsglied 
den Faktor — /( erhalten hat, und die Lösung ist demnach 

.-:.. + ^-(..-.=.,.'+^)-oo.(..|/5/). (202.) 

Bei der Rückwärtabewegung, nachdem der größte Abstand Xa^x 
erreicht ist, kehrt sich aber die Richtung von /t ■ 6 um, und in der- 



Fig. 235. Fig. 238. 

selben Stellung x wie oben gilt die Bezeichnung der Fig. 236. Denn die 
jetzt auf Zusammendrücken beanspruchte Feder wirkt der Bewegung 

entgegen, also in derselben Richtung wie bei Fig. 235; der Körper wird 
bereits verzögert, so daß p negativ ist, und die Ergänzungskraft ist 
entgegengesetzt zur Bewegung einzutragen. Die AuBgangsgleichung 
lautet somit 



Es hat sich also da« Vorzeichen vton /< geändert, und für die Rück- 
wärtsbewegung gilt jetzt 
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Der Verlauf der Schvingtmgsaussohläge in Abhängigkeit von der 
Zeit stellt die Fig. 237 daj'. Die Periode bleibt uuTerändert, aber der 

Ausschlag nimmt nach jeder vollen Periode um ab, so daß die 

Schwingung ziemlich schnell gedämpft wird. 8ie kommt zur Rohe, 

sobald der HöchstausschlE^ einer Periode ± »^ < ± — wird. 




Fig. 237. 

Im allgemeinen versteht man jedoch unter gedämpften Schwin- 
gungen solche, bei denen die die Bewegung hindernde Kraft der Ge- 
schwindigkeit entspricht, etwa dadurch, daß der, bewegte Körper oder 
ein Teil davon sich in einer mehr oder weniger zähen Flüssigkeit be- 
findet. Die Ifomialform der Schwingungsgleichung für diesen Fall 
lautet ohne Störui^sglied'**) 

^''^ - ^^ ■ - -^0. (203a) 



dt^ 



dt 



Zur Lösung derartiger homogener Differentialgleichtu^en setzt man 
dx „ , <Px 



= yi. e*- 



Durch Einsetzen in die Ausgangsformel erhält man eine quadratische 
Gleichung, deren beide Ergebnisse sind 



yi = 



-m 



!/» = 



-m- 



Jeder dieser beiden Werte liefert ein sogenanntes Teilintegral der 
Gleichung (203a), und das allgemeine wird, da die Integration eine 
Summierung ist, durch Addition beider erbalten: 

a: = (7i-e'''' + Cj.e»''-'. (203c) 

Ist die Wurzelgröße der Formeln (203 b) reell, so sind beide y nega- 
tiv, und jedes e"'' ist demnach ein echter Bruch: Der Ausschlag x 

"») V. Humboldt. 1819. 
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hat einen einzigen bestimmten Wert; es tritt gar keine Hin- und Her- 
achwingung ein. Auch wenn die Wurzelgröße ist, kommt noch keine 
Schwingung zustande, sondern der Körper nähert sich aperiodisch seiner 
Ruhelage. Die Lösung lautet in dem Fall 

x^{C^ + C,.t).e'^". (203d) 

Ist die Wurzel imaginär, so nimmt die Lösung die Form an 
X = Ci- e(-'' + *-')'' + Cj. e(— »■•>' 
= e-"-'- (Ci ■ e+*-'-' + Ca- «"*■*■') 
oder mit Hille der Formeln (200) 

X = e-"-' ■ [(Ol + C^) ■ cos{b ■ t) + (Ol -Cj) • i- sin(6 ■ ()1- (2036) 
Nimmt man jetzt die Anfangsbedingungen für 2=0 hinzu, etwa 
dx 



a=l- [(C, + C») ■ 1 + (C, - C,) ■ t] = . 
also 

(Ci + C,)- -a. 
Femer folgt ans 
— ^= ~a ■ e---' ■ [{C\ + C^] ■ eoa{b ■ t) + (C^ —C\)-i-em{b-t)] 

+ «-«■'. [_6(Cj + C) . sin(6 • () + ö • (Ci -Cj) • i- coB(6 . t)} 
0= -a-l-[(Ci+<?,)-l +0]+l-[0 + 6-(Ci-Ca)-t-l], 
also (C, — C,) - 1 = - -^ ■ 

Mit den richtigen Werten für a und b gilt demnach 

Diese Gleichung läßt sich noch umformen, indem man setzt (S. 56) 

Y I ^^' '. I / ~ '• 



■\' 



fe'-l 



\2l 0, ,/ l_ 
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Es wird dann 



h'-M^r) 



Zur Äufzeichiiiing dieser Kurve zeichnet man zuerst die um den 
Winkel 95 aus der Nullage verschobene Sinualinie / der Fig. 238 vom 

größten Ausschlag r und der Periode t^ ■■ 



Dann wird 




nach den Angaben in Bd. I, 8. 147 die Exponentiallinie // gezeichnet. 
Für eine beliebige Stelle ( ist dann die Höhe x = xj- xu oder gilt die 



Man schlägt also mit xi einen Viertelkreisbogen bis zur (-Achse, trägt 
von der Stelle t aus die Strecke 1 im Maßstab der Höhen nach derselben 
Seite a,b und zieht jetzt durch den Endpunkt des Viertelkreises eine 
Parallele zu der Verbindungsgeraden der Enden von X/j und 1. Sie 
schneidet auf der betreffenden Ordinate die Strecke x ab. 

Zwei Ausschläge, zwischen denen eine volle Schwingungsdauer liegt, 

verhalten sich wie 1 : e ^ 

arithmifiche Abnahme der gedämpften Schwingung. 
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Beeondere Anwendiuigea. 



Beispiel 156. Anzugeben sind die Bewegungen eines freien Damjrfma8ohinen- 
reglere, deasen bewegte Teile du Gewicht ä = 97 kg haben, das hier mit der 
Huffe vereinigt gedacht werden kann, und der mit einer Winkelgeechwindigkeit 
umlÄuft, die mit dem Huffenhub Amai = 10 cm linear Ton «omin = 8,09 bi» 
("nuti = 8.66 l/sk zunimmt, so daß sein UngldchfOrmigkeitegrad beträgt 

<»a.^ + <».■.. 16 

Befindet sich die Unterkonto der Huffe anfänglich um Aj von der unteren 
Begrenzuiu; entfernt, der die Winkelgeschwindigkeit oi^ entspricht, mid findet 
jetzt plötzhch eine S^tlaatung der Haachine statt, so daß die Winkelgeschwindig- 
keit (u, wird, wozu der Äbst^d A, gehört (Fig. 239), so ist mit guter Annähenmff 
bei den meiaton Reglern die Verstellkraft P^ , die in einer beliebigen Stellung * 
auf dem We^ zwischen A, und A, auf die Huffe wirkt, dem Abstand x ~ A, — & 
von der Gleichgewichtslage entsprechend; 
u... der betreffende Faktor betrage p ^^ 20 

kg/dm. Außerdem wirkt eine Ölbremse 
auf die Uufie ein, deren Kraft der Ge- 
sahwindigkeit der Verstellung entspricht. 
Die Differentialgleichung der Beweg- 
ung lautet also 




at* 



dt 



oder mit h = 



V ^.- + 9 



Ai — X gemäß Fig. 239 



Die all^meine Lösung gibt die Formel (203c) an. Nun wird die Ölbremse so 
eingestält. dafi die Wurzelausdrücke der Gleichungen (203b) gerade veischwinden 

also kein Uberregeln und Pendeln eintritt. Dem entspricht (-^) = ^i Biso 



|/FG_, 1/200 -97 _ 



x = {C^ + Q,-t)-e+'--. 
Setzt mm hierin wieder ein i; = A^ — Ä und für den Anfang ( = 0, A = A, und 
-^j- = 0, so ergibt sich leicht'") 

A = Ä,-A,(l-yi)-e*-'. (204) 

Die Zeitdauer der einfachen Schwingung eines freien Reglers, die unmittelbar 
gemeasen werden kann, ist 



'. = - 



= 0,70 sk. 



Hat die Gleichung der gedämpften Schwingung ein StönmgBglied, 
das eine beliebige Funktion der Zeit sein kann: 

''-+Ci-~+Ct-x = F{1) , (205) 



") Eülf, Z. d.V. d. L 1902. 



dl 
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80 setzt man wieder die Lösung der Gleichung ohne Stomngsglied als 
Grundform an und macht die Festwerte von t abhängig. Eine der Lö> 
sung der Differentia^leichung (203) genau entsprechende Rechnung 

liefert mit c = 1/cg — (-^j 

• F(t) . e'\~^*°'T* .dt- — . el'T""*)'* . h(t) . e"r"ä"""T* . at . 

Mit Hufe der Formeln (200) geht dieser Ausdruck wieder über in 

x = «"^''. C;.co8(c-() + C;.sin(c.O +Ci-\-CQ&(c-t). .r^, ^ 

^ ^ (205a] 

•jF[t) ■ e*'^''-8in(c- () • <*( + 8iii(c ■ () ■JF[t) ■ e*"^''- cos (c • t) • dtj\ , 
worin die C neue Festwert« darstellen^'*). 

Ist wieder F{t) ^ r • sin (cu ■ () , so ergibt eine Rechnung ^*'), die der 
in Beispiel 154 durchgeführten völlig entspricht, daß die durch das 
dritt« Glied der dortigen Endformel dargestellte erzwungene Schwingung 
jetzt gegeben ist durch 

a; = C; . sin (tu ■ t + 9J) . (206) 

Diese Teillösung muß ja die Ausgangsgleichung (205) erfüllen. Be- 
rechnet man also erst 

^ ^ (7. • o) . cos (o) . ( + -p), ~ = -CS ■ «' ■ sin (e« . ( + 9P) 

und setzt diese Werte in Gleichung (205) ein, so lautet sie 

C't ■ (Cj — a>^) ■ sin (tu ■ i + 97) + Ca ■ o) • Cj ■ cos (a> • f + 95) = r ■ sin (u) ■ . 

Wird hierin * = gesetzt, so geht sie für den Anfang der Bewegung 
über in 

Ca • (Cj ~ <"') • sin?' + Cs' <o • Ci- coaip — , 

und die Phasenverschiebung der Bewegung des Körpers gegenüber der 
der Befestigungsstelle folgt aus 

tgV = ^S- (207) 

Cj — Ü> 

Löst man andererseits die Funktionen der Winkelsummen co ■ t + <p 

1") PoiBHOn. M^tmiqne, IL Aufl., 1S33. 
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nach Funktionen der Einzelwinkel auf (Bd. II, S. 35), eo erhält man 
nach Division durch sin(a> ■ f) ■ coa <p 

C; ■ (c, - o,') . [1 + coJ«((« . - tg<p] + Cj . «> ■ Ci ■ [tg(a» • . tg,.] 

= -^— = r ■ iY~-\- tg V . 
eosq? ■ 

Wird hierin t%cp aus Formel (207) eingesetzt und cotg(u> ■ t) = tg(a) • () 
— 1, also der Winkel 45° gewählt, so liefert eine einfache Umrechnung 
den Ausschlag unabhängig von den Anfangsbedingungen zu 

O; = ^- (208) 

y(c, - oßY + ("> • ci)' ■ 

Das Ergebnis^**) ist, daß diese gedämpften Schwingungen zwar 
dieselbe Periode haben wie die störenden Kräfte, daß aber eine Phasen- 
verschiebung <p gegenüber der anstoßenden Bewegung eintritt, jedoch 
keine Resonanz. Denn für w = c", dem Fall, in dem bei freien Schwin- 
gungen Resonanz stattfindet, ist der größte Ausschlag der erzwungenen 

Schwingung C\ — und tg<p = — tx>, dem <p — — 90° entspricht. 

Solange die Dämpfung besteht, bleibt x endlich. Den Größtwert des 

flC 
Ausschlages erhält man, indem man ^->' = setzt (Bd. I, S. 68), aus 

{-i')'- [(»,-">■)' + CO- ■ cI] ■ [-4 ■ » ■ (c, - »)■ + 2 ■ «; ■ mf - . 
Die Gleichung wird erfüllt durch co = 0, was keine Bedeutung hat, und 



Damit wird der größtmögliche Ausschlag 



c.-|/o. 



Die Phasenverschiebung kann je nach der Größe von o> zwischen 
bis 180° betragen (Formel 207). 

Ist die anatoBende Schwingui^ ilurerseits gedämpft, also durch die Gleichung 
f(i) = e-V'-Bin(o.-() 
dargestellt, so beträgt im Resonanzfall die PhosenverHohiebung nur dann 90°, 
wenn c, = c, ist (und oatürlich für c, = 0), sonst treten andere Phasenverschiebun- 
gen ani'"). 

Sind bei der ungedämpften Schwingung die Rückföhrungslcräfte nicht ein- 
fach den Entfernungen von der Mittelläge entsprechend, sondern bat man bei 
UDSjm metriechen Schwingungen 



rf(= ^ 



bzw. r ■ 8in(<o ■ () 



letropolituia 1 
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und bei syrametrischen 



-— 2- -i- Ci ■ X — Cs ■ i' = bzw. 



in(<» ■ , 



ao iat eine annähernde Lösung mit Hilie von eUiptiscben Funktionen mißlich, 
falls c, bzw. Cj klein gegenüber c^ sind *"). 

Sie weiter« Erörterung dieser peeudohannonischen Scbwingungen muß hier 
unterbleiben. Sie können niu' unterhalb der im Fall der harmonlBchen Schwingung 
auftretenden Beaonanz praktische Verwendung fmden, weil bei Betrieb tiber der 
Beaouanz die Periode der Bewegung unter Umständen leicht verloren geht. 

Beispiel 1S7. Da bei einer plötzlichen Entlastung der Masohine die Winkel- 
geschwindigkeit o> der Beglerspindel in Beispiel 156 zunächst steigt, bis die Rück- 
wirkung dee Reglers auf die Dampfverteilung eintritt, so bewegt sich der zur 
Höhe A, der Fig. 239 gehörige Beglcrpunkt mit einer gewissen Geschwindigkeit v, 
nach oben. Bei einer entsprechenden Mehrbelastung tritt natürUch das Um- 
gekehrte ein. Anzugeben iat seine dadurch geänderte Bewegung und die Wechsel- 
wirkung zwischen Begier und Maschine. 

Ist wieder A, die Höhe des Reglerpunktes zu Beginn der Entlastuitg t = 
nach einer Periode unveränderlichen Betriebes, so gilt k^ = h^-i- v^-t, imd die 
Bewegungsgleicbung lautet 






rfi 



•»-I.-(i, + i.,-l)- 



Die Lösung '^°) ist die in Seispiel 156 gegeliene mit Zufügung des Gliedes 

». + ..•. + '-"■. 
wie sich leicht aus der zu Formel (204) führenden Gleichung er^bt. Es ist also 
Ä = Ai + i;, • i - ri ■ ^ + (Ci + 0, ■ () ■ e tr ■ (209) 



A 




k^ 


'^ 


-9 


^ 


^ 


1 


k- 








K 


t. 


/'■ 


fc»- 




.*, 


K 




K„ 








' Ij 1' 1. ! 





In Fig. 240 stellt die schräge Glerade den Verlauf der Drehmomente der mit 
« = 80 Umdrehungen in der Minute umlaufenden Maschine in Abhängigkeit vom 
Iteglerhub A dar. Findet jetzt plötzlich die Entlastung der im Höchstfalle 
*m»i= 700 PS leistenden Maschine von 



dem die Hütsenstellung 
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entspriobt, auf 

Mt = 716^ ■ ^ = 3360 mkg 

statt, dem die Htilaenstelluiig A, = cm entspricht, bo eigibt sich das Beechleuni- 



Da nun der Begier den Antrieb der Maschine nnr während der Terh&ltnia- 
m&ßig kleinen FüllungBzeit beeinflussen kann, so kann man Torläu^ zur Ver- 
einfachung ohne grolbn Fehler acmehmen, daß die zn Beginn des Hubes vor- 
handene HOlBenatellung maßgebend für die QröBe dee während dieaea Hnbea 
(toh « ^ 1 m Länge) wirkenden mittleren Drehmomentes. Hat das Schwungrad 

der Maachine das Trä^eitsmoment J = - — j- = 2250 mkg ■ sk', so gilt 

alao für den eisten Masohinenhob gemäfi Formel 



und die Integration liefert 

Femer ei^ben die Figg. 239 und 240 mit 

Durch Gleichsetzen folgt also 

K = K + -f\l ■ ( = A, + V. ■ ( , 

die Geschwindigkeit des auf der Begleiachse beweglichen sogenannten Motor- 
punktes ist, der der jeweiligen Maschinengesch windigkeit entspricht und dem 

also der B^erpunkt zustrebt. Am Ende der Hubzeit t^ = —s^— = 0,376 sk 

hat also der Motorpunkt die Höhe 

A., = 2 + 14 ■ 0,376 = 7,26 om 

erreicht; seine Bahn wird dargestellt durch die Gerade M^M^ der Fig. 241. 

Die zv^^örige Bahn des Beglerpunktee kann berechnet werden aua der 
Gleichung (209), wenn darin jetzt statt v, die Geschwindigkeit v, eingesetzt wird 
und die Festwerte C^ und C, aus den Anfangsbedingungen für die Zeit f = 0: 

A = A, und ,. = bestimmt werden. Dem so erhaltenen Begierpunkt B^ ent- 
spricht ein kleineres Drehmoment M',, also das Beschleunigungemoment Jf^, 
= M{ — Jfj. Damit liefert die Formel (210) eine andere Neigung o«» der Motor- 
punktbahn, der die Endhöbe A,_ zugehört. Für den HeglerjKinkt gilt wieder die 

Gleichung (209), jedoch ist jetzt die Anfangsgeschwindigkeit = v,^, die er- 

halten wird, indem man in R^ die Tangente an die Begierbahn zieht; femer ist 
die Anfai^höhe A = A,j und schließlich v^ = v^^. Wird diese Gleichung nach t 
differentiiert und setzt man dann die Grenzbedingungen ein, so folgt für den 
zweiten Hub, wo Motor- und Reglerpunkt getrennte Bahnen haben. 
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.».. + •-■ I + [»,1 -»., + •-• J + (»,i + K-i + ^ ■ (»„ - ».,)) ■ l] • <" "^ 

|-...-^-.-i?"-K.-»..+..-j+(.,.+,...+'-if!--(»,.-»..))- 
+. - ■i.,.+»..+v-<»--»-'l- 

Im allgemeiBen bat die genane Bahn dee BeglerpunkteE wenig Intereese; ee 
genllgt die Kenntnia der Endhöhe und der dortigen Neigung. Man h&t also in 
die vorstehenden Gleichungen t = t,, tinverändeihch zu setzen, da der gebräueh- 
liohe TJngleichförmigkcitBgrad des Schwungrades die Hubdauer t^ praktisch nn- 
ver&ad«iIioh hält. Es kann noch gemäß Fig. 241 nmgeformt werden 

Jf,, ,, . , ifo.„-jlfmUl Ihn^ 

"■»* ^^ 1 ^^ \"t — "rV ' i — ' " ~y" y ' — i 

J * Cq »max ** • {'"mal — ö>mlnJ 

- o>min _ A, - A,, 

Hierin bedeutet 

aimin _ 8250 ■ 0,56 _ 
6270 



^ (A. -Kt)--J- 



'< = -^ ■ ^'-^^^^ = ^-^^^ = 0.201 d 



die Zeit, die zum Durchgehen der Maachine b«i völliger Entlastung gebtaucht wird. 
Setzt man jetzt abkürzungsweise 

'— 'e— IS-.-. 



c, = 6-', = 0,0347, 
. _ 1 - c. ■ (1 + c.) 



'^Aza i/sk, 

«4 = (^- ■ [e. ■ (l + ^) + 1 - || = 0.859 1/sk, 

c, = c. - (, = 0,0130 sk. 

e, = ^-^ = 1,047 l/sk, 

c, = c,(l -c,)=- 0.0821. 
so folgt eohlieSlich 

*,, = *,. + «,- (*„. - Ä,») + <!. ■ [h, - Ä„) + c, ■ v„ . (211) 

",. = e ■ {Ä_, - A.,) + c, • {A, - A„) + (,■«„. 

Die Gleichungen k&nnen eini^mäß fttr alle Hübe der Reihe nach benntzt werden. 

Nun bat der B«gler einen gewissen Unemp&idlichkeitegTad ^i = rK' ^■^■ 

die Winke^;eechwindigkeit, bei der der Regler zn wirken beginnt, ist nicht cu. 

wie biaber vorau^;e6etzt, sondern infolge der verschiedenen Bäbungswiderstände 



± Jto = (u ' ( 1 ± ^1 , je nach der Richtung der Qeechwindigkeitsänderung. 

«timmte 



Dieser Oeschwindigkeitsabweichung entspricht auch eine ganz bestimmte Höhen' 
abweiehung 



. , , . '•mal . O] »max 
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. _ ä)mai — Clniln _ 0,56 _ 1 
*~ ov ~ 8;37 ~ l5Ö 

der Uugleichförmigkeitograd des R«glerB ist. Damit wird 

d. h. der Beglerinutkt in Fig. 242 beginnt erst dann zu steigen, wenn der Motor- 
punkt bereits um die Strecke A A gestiegen ist. Man hat also zu M^M^ im senk- 
recht zur Zeitachse gemessenen Abstand Ah eine Parallele zn ziehen, und der 
ßeglerpunkt beginnt dann eist bei Rl seine Bewegung so, als ob der Motorpunkt 
der Geraden R M folgte. Beim Abwärtsgang des Reglerpunktes im zweiten Hub 
ist dieselbe Parallele oberhalb der Geraden M,M^ zu ziehen, und die Bahn des 
Eeglerpunktes wird die in Fig. 242 für die drei ersten Hübe angegebene. Die ge- 
strichelte Parallele zu der eigentlichen Motorpunktbahn ist also für die Begler- 
punktbahn maßgebend. Zwischen zwei gestrichelten Parallelen bewegt sich der 





Fig. 242. 



Fig. 243. 



Reglerpunkt überhaupt nicht. In den im übrigen unverändert benutzten Glei- 
chungen (211) ist vorausgesetzt, daß die Anfangs- und Endhöhe um (^ voneinander 
entfernt sind; der Punkt R^ liegt also auf der um tg gegen die ausgezogene Be- 
grenzung verschobene gestrichelten Linie. 

Nun ist aber für das mittlere Drehmoment eines Hubes die Stellung des 
Reglers maßgebend, bei der die Dampfzuführung abgeachloBsen wird, und nicht 
die zu Anfang des Hubes. Die Reglerstellungen, die den verschiedenen FUllunga- 
gradeu 0,7 ~ 0,0 entsprechen, sind in Fig. 243 aufgetragen, sie können bei den 
grollen Füllungen des Zahienbeispiels durch die gestrichelte Gerade angenäjiert 
werden. Maßgebend für die Neigung der Eeglerpunktbahn ist also nicht die zu 
Anfang des Hubes vorhsjidene Höhe h,, sondern die zu dem Schnittpunkt der 
Rcgierbahn mit der Linie des DampfausdehnungsbeginnB it, gehörige Höhe A,. 
Es ist fast immer genau genug, den Schnittpunkt der in £ an die Keglerpunkt- 
bahn gelegten Tangente mit dieser schrägen Linie des Dampfausdehnungsbeginns 
der Berechnung von v„ zugrunde zu legen. 

Wird die Aufzeichnung der Bahn des Motor- und des Reglerpunktes nach 
den obigen Angaben füz eine Keihe von Hüben durchgeführt, so ergibt sich daa 
Diagramm der Fig. 244. £s zeigt deutlich, wie der Begelvorgang sich bis zum 
19ten Hub entsprechend einer Dauer von 7 sk aus verhältnismäßig kurzen 
Zuckungen von schnell abnehmender Ausschlagweite zusammensetzt, die hier 
trotz der aperiodischen Dämpfung infolge der dauernden Änderung der Be- 
schleunigun^drehmomente entstehen "^). 

1") Die Darlegung folgt der von Eülf, Z. d. V. d. I. 1902. Eine noch ein- 
gehendere rechnerische und zeichnerische Bearbeitung Ueferte Koob, Z. d. V. d, I. 
1904. Die erste Arbeit darüber ist von Wischnegradsky, Civilmg. 1877. Für 
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Beispiel 158. Zu untersuehen ist das Ver- 
halten einer elastisohen Zwischenkupplung, z. B. 
einea TreibriemenB zwischen einer Dtkmpf- 
maechine von N^ = 185 1% Leistung bei n^ = 115 
Umdrehungen in der Minute und einer gleich- 
mäHig belasteten Dynamomaschine von 
St = 115 KW Leistung bei n, = 540 Umdreh- 
ungen in der Minut«. Das Dampfmoacbinen- 
schwungrad habe das Gewicht <?, = 4 1 bei 
dem äußeren Durchroesser 2>, = 3,50 m, sein 
Sohwungmoment betrage i*, r öj ■ -D| = 10 mt, 
das der Dynamowelle mit Anker und Riemen- 
scheibe von Dt = 0,70 m DurchmeBHei ^, ■ ff j ■ Dl 
= 0.275 mt. 

Das mittlere Antriebsmoment der Welle 1 
iat daim naeh Formel (100a) 



if, = 



716^ ■ 185 
115 



= 1152 mkg 



und das gleichmäßig widerstehende Moment 
der Welle 2 nach Formel (100b) bei dem elek- 
trischen Wirkungsgrad der Dynamo i/^ = 0,905 

Die durch das veränderliche Drehmoment 
der Antriebsmaschine hervorgerufene Scbwung- 
radbewegung ist eine Schwmgung um einen 
Zustand gleichförmiger Drehung. Jeder Arm 
des Rades vollführt regelmäßige Schwingungen 
um eine bestimmte Nullage, während diese sich 
mit der gleichförmigen Winkelgesohwindigkeit cu 
bewegt. Ist <pj der Winkelausschlag nach einer 
bestimmten Zeit t, eo gilt nach Formel 



a Mg, 



= (S,-S,) 



^1 



das Moment der 



Biemenkräfte an der Welle 1 darstellt. 

Diese Scbwingimg pflanzt sich, allerdings 
mit einem anderen Ausschl^, auf die Welle 2 
fort, ffir die entsprechend gut mit 



i-g 



rfC 



die bei Wasserturbinen mit mittelbar wirken- 
dem Begier eintretenden Schwingungen ist die 
entsprechende Lösung von Pfarr, Z. d. V. d. I. 
1899, gegeben. Weitere wichtige Arbeiten sind 
von Tolle. Z. d. V. d. L 1895, Stodola, Z. d. 
V. d. 1. 1889, Isaachsen, Z. d. V. d. L 1899, 
Hort, Z. f. Math. u. Physik 1904, D. p. J. 1907, 
Magg, D. p. J. 1910, Haake, D. p. J. 1910, 
Moog. Z. d.V. d. L 1916. 
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Da die SchwingungsauBBOhläge immer nar klein sind, so kann m&n ansetzen 



-- 4.» -M,^ 1,1 -■-■-■ 

mit F = 20 ■ 0,6 = 18 cm' dem Biemenqueraobnitt, 

a = — ^-^ cm'/kg der Dehnungsüiffei Aes Riemenleders, 
Ij — 8,40 m der freien Länge dea ziehenden Trums. 



(Tgl. Bd. II, S. 240). 

Wird der voi8t«hende Wert von Mg^ in die Gnmdgleiohung für die Welle 2 
eii^fUhrt und dann fi, daraus berechnet, so kann man aus dem Ei^bnis den 

Ausdruck Jf^ bilden und nun in die Gnmdgleichung fUr die Welle 2 dnsetzen. 

Uan erhält so als Bew^ungsgleichuug für die Weite 2, die nur noch die eine Ver- 
änderliche q>f enthält, 

^f* ^r 1 * 4. '^M rf'y« - <= (m ^» m\ ^ '*'■"» 

Sie wird dadurch ver^nfacht, daß man die Winkelbeechlennigang e = 'f* 
einführt: 

<!■• /„ „ "a . <CM, 



deren Faktoren e sich durch^Vergleich rait^der darübeistebenden Gleichung be- 
stimmen. 

Die Pendelnng der zweiten Welle hängt also von den Drehmomenten beider 
Wellen ab. Zur rechnerischen Lösung der Aufgabe kann man beide in hanno- 
nische Reihen nach Formel (50) auflösen. Ist f, die Periodendauer der Änderung 
von M,, so lautet die Reihe 



= 3f; + SM\ ■ ooa I — ■ -i + ßA. 

Der Einfachheit halber werde hier nur der meist vorkommende Fall der Angabe 
behandelt, daß Jf, unveiänderUch ist, also das letzt« Glied der Differential- 
gleichung wegfällt. 

Ihre Lösung ist dann nach den Formeln (190)' 

._C!-co.(l.fi)+C,.™(l.ft)+-S-.(jf!-if,.§-) 



• !.,-( 
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Durch nochmalige Int^ration folgt daim"^) die Winkelgeechwindigkeit der 
Welle 2 XV einer beliebigen Zeit l zwischen und l^ 

„ _C,-«n(l-^.-)-C,- 00.(1 ■}«;)+-a..(jl(!-J<,.A).l ■ 



'S4r- 



Uttn bemerkt sogleich, daß O ^^ m^ die mittlere gleichförmige Winkelgeachwin* 
digkeit der Welle ist. Für den BeharrungBxustand verechwindet das dritt« Glied 
der Gleichung, da nach den obigen Angaben dafür der Unterschied der Biemen- 
apannkräft« 






= 1,0030 : ]/ 168,7 



yu 



110^0,275 



Die Ausschläge C, und 0, sind klein imd werden durch die Lagerreibung und den 
Luftwiderstand schnell gedämpft. 

Wichtiger sind die erzwungenen Schwingungen, die durch die Schwankungen 
des Antriebes immer wieder erzeugt werden. Die Winkelgeschwindigkeit »i, wird 
sehr grofi, wenn Resonanz mit den Schwingungen der Winkelgeschwindigkeit tu, 
eintritt, d. h. wenn der Nenner unter dem Summenzeichen gleich oder annähernd 

gleich wird, ftlao für (, = -i- • 



_ 0,522 
"^ 0;i49 " 



3,5. 



Für den gewählten Trieb sind die VerhältnBse sehr günstig, da ( gerade in dbr 
Mitte zwischen 3 und 4 liegt, also von der Besonanz in der dritten bzw. vlerted 
Hajmonischen so weit wie möglich entfernt ist. 

Im allgemeinen genügt die Featstellung, daß der betreffende Trieb ohne 
Resonanz, also ruMg laufen wird. Der genaue Verlauf der Schwankungen kann 
leicht nach dem am Schluß dieses Abschnittes beigebrachten Verfahren ermittelt 
werden. Der UngleichförmiBkeit^rad der Bewegung der Welle 2 ist im allgemeinen 
durch das elastische Zwiecuenglled wesentlich kleiner als der der Antnebswelle 
und beträgt oft nur die Hälfte"'). 

Ist Jf, ebenfalls veränderlich, HO behalten die Gleichungen für f, und t^ 
ihre Gültigkeit, nur der Ausschlag der Schwingungen wird geändert"'). 

Setzt man in den vorstellenden Formeln i>, = !>,, so gilt die Rechnung für 
eine beliebige elastische Kupplung zwischen den beiden Wellen, die auch gleich- 
aohsig angeordnet sein können"*). 

'") Böhrich, Z. f. Math. u. Phjs. 1912. 

"•) Neumann, Z. d. V. d. I. 1917. . . . , ; ' 
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Bei ZwischenBchaltung irgendeiner elastischen Kupplung sind also die Ge- 
schwindigkeitBachwanJnmgen der angetriebenen Maschine, wenn der Resonanz* 
fall vermieden wird, Bt«t8 weaentlich kleiner als bei einer festen Kupplung"'); 
dagegen wird die Gefahr der Resonanz und dea scblieQlichen AuOertrittfälens 
unter ungünstigen VerhaltnisBen {z. B. Fehlzündung dea Gasmotors) größer. Ver- 
mieden wird letztem durch eine elastische Kupplung, die sich bei der Bückwilrts- 
rndelung sofort löet'**), wie die in Bd. II, 
23» b^prochene. 
Beispiel 159. Der Schwerpunkt des P — 
7,5 t schweren Schwungrades einer Gasmaschine, 
die mit n = 180 Umdiehungen in der Minute 
umläuft, liege durch fehleriiaft« Herateilung um 
r = 3,5 mm aus der Achse. Sie Maschine selbst 
wiege im ganzen Ö = 22 1, das Fundament 
Q = 125 t (Fig. 245). Anzugeben ist die ent- 
stehende Schwingung des Pundamentschwer- 
punktes, das zur Vermeidung von Erschütte- 
rungen benachbarter Bauten auf einer elasti- 
Hchen Unterlage errichtet ist, die bei der Be- 
lastungsänderung von 1,0 auf 1,1 kg/cm* sich 
um h = 0,2 mm zusammendrückt. 

Die auftretende Schwungkraft beträgt 




Fig. 245. 



7500 ■ 0,0( 



. 180\> 



= 950 kg. 



Für die Ei^nschwingung des Schwungradscbwerpunktes gegenüber dem 
Fundament gilt Formel {29a), wewi -f-i, den Totrechten AusBchlag aus der Mittel- 
lage naeh unten angibt, 



Infolge der Wirkui^ der Schleuderkraft, deren lotrechte Seit«iikraft Z • — ^ ist, 

macht jetzt die Welle zusammen mit dem Fundament den Ausschlag x,, und es 
gilt, wenn die statischen Lasten, die auf die Schwingung keinen EimluB haben, 
von vornherein unterdrückt werden, gemäß Fig. 245, die alle Kröfte enthält. 



Beide Gleichungen zusammengefaQt hefem die Gesamtsohwingung der Welle. 
FUr das Fundament erhält man die Kräftegleichung 

Dazu tritt die MomenteDgleichung in bezng auf den Schverpunkt 



^) Ohnesorge, Z. d. V. d. L 1916. 
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Durch Znsamraeiiiiebmen der letzteren beiden Gleichungen erhält man 



d*Xt 



= 0, 



die nach den Formeln (190) die Eigenscbwingung des !Fundameiit«e liefert: 

Die Gesamtschwingimg ergibt sich durch Addition der drei Ktaftgleichimgen, 
jedocb mnß vorher das Glied ,' beseitigt werden, deaaen Wert für die Geaamt- 
BChwingung ein anderer iet als fUr die Eigenachwingang. Zu dem Zweck wird die 
Kraft^icbung für daa Fundament zweimal na«h ( dUferentiiert: 



und der daraus folgende Wert von ^ wird in die erat« Gleichung für die Welle 
eingesetzt. Man erhält dadurch, nachdem auch diese Gleichung so geschrieben 



(Q+g)-;^-^+ r „ +v •^'+g.-^= 



d*u!, ( Q + O-F g,-i 

' ff> rfi» ^ \ g '^ g ! at^~' 
Sie wird offenbar durch 

r, = 1^' 8in(&)-() 
erfüllt, und der größte ÄusBchlag findet sich durch Einsetzen zu 

f^ , '-^ — 

+ iQ +0)-^-y- ~{Q + ^ P + q,-r) +^-^ 

Es findet Resonanz statt, wenn der Nenner dieses Broehes wird. Im vor> 
liegenden Fall wird, wenn die Kr&fte in t angegeben werden, 

, ^ 0.0035 - 0,95 

139,5 + 154,5 ■ 500 ■ 0,0035 - 147 ■ 0,0035 • 366 • 0,102 ~ ^^'° '^ ' - '^^ 



also sehr gerii^ und weit von der Resonanz entfernt Die Untersuchung ist aber 
von wesentlicher Bedeutung bei Kraftwagen '°) und Dampfturbinen^*'). 

Durch einen enteprechendeu Ansatz erhält man ganz erheblich kleinere 
Schwingungen in der wagerechten Richtung, deren Phase natut^mäß um ~ 

gegen die der lotrechten veteohoben ist. Sie bilden Sohwebungen mit den durch 
die nicht ausgesehenen hin <md her gehenden Teile der Haechine verursachten 
Schwingungen. 



"•) Stodola, Die DampfturUnen, II. Aufl. 190. 

"'] Eine eingehende 3^rterung über Federschwingungen an Eisenbahn- 
fahrzeugen bringt Hermann, Glasers Ann. 1915, und an LokomotiTen Jahn, 
Z. d. V. d. I. 1909. 
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An einet Dampftarbine ael etwa P >= 2 t. r => 0,06 n 
n = 3000 Umdrehungen in der Hinut«, Dann iat 



" 9,81 ' lÖOO ' 
^ 120 ■ 500 t, 



t 700 ^ 1 t, 



118 + 120 ■ 600 - 120 ■ 0,05 ■ 98 700 ■ 0,102 - - 



120 • 50 ■ 981 
98 700 

0.05 -"•''^- 00017 Mm 

1-60000-60400-6 288 ' 



scheinbar versohwindend klein. Aber eine ganz geringftigige Verkleinerung von r 
atrf etwa 0,04985 wütde 1^ = 00 erfteben. Um von der IW^onanz hinreichend ent- 
fernt zu sein, muß mmu r wesentlich kleiner ok ^/„ mm nutohen. Der Itechnungs- 
vert kann höohatens bei ungeei(ntet«D Auabeeseningen nach Beschädigungen 
vorkommen. 

Da die zur Autreohterhaltung der Sohwingunsen erforderliche Leiatnng von 
der Maschine geliefert werden muB, so sinkt Uir Wirkungsgrad in der Nä^ der 
Resonanz ganz bedeutend >*"). 

Die rechnerische Lösung der Differentialgleichung für behebige 
Fonktionen ist häufig nur mit Anwendung weitgehender mathematischer 
Hilfsmittel luinSlierungsweise erreichbar. Vorteilhaft für alle möglichen 
Fälle ist ein zeichnerisches Verfahren mit Hilfe der bereits S 56 ge- 
machten Angaben^), dessen Durchführung an einem Beispiel gezeigt 
werden soll. 

Beispiel 160. Zu untersuchen ist die Bewegung eines ebenen mathematischen 
Pendele mit Dämpfung, dem aus der Mittellsge die Winkelgeschwindigkeit ta 
= 4 1/sk erteilt wird. 

Die Schwingungagleicbung ist nach den vorhergehenden Ansätzen sofort der 
Fig. 222 zu entnehmen; 

-?.,.£Ü2_,.!??-o.™»_0. 
I ai' ' ut 



Ee sei femer gegeben — = 1 ek* und ^ =" ^ ^I<- Dftinit wird 



(Maßstab 27 mm = .-,), die Winkelgeechwindigkeit - (Maßstab 15 mm = 1 l/ak) 

und den Ausdruck ß der letzten Gleichling (Maßstab 7,5 mm = 1). Die Fläche 
zwischen den beiden Achsen wird durch senkrechte Parallelen im Abstand dl 
= J ak in Streifen zerlegt. Außerdem wird in dem auf der Zeitachse gelegenen 
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Punkt Of eine Senkrecht« errichtet, auf der von O^ aus die a in dem angeKshenea 
Maßstab und senkrecht dazu die zugehörigen ain i« in dem halben Maßstab der ß 
aufgetragen werden. O, ist femer Pol fiir eine Gewichteteihe II auf der Senk- 
rechten, die im Abstände O^B = 13,1 mm gez<^n wird, und eine I auf der im 
Abstände O^A ^ 7,5 mm gezogenen Seniirechten. 

Bekannt sind für ( = 0: Der Ausgangapuntt der «Kurve, sowie ilire An- 
fangBtangent« von der Neigung — = 4 , die also durch den ersten Polstralil 0,0 

des Gewiohtsplanee I gebildet wird, femer der Anfangspunkt 4 der ----Kurve 
und die Neigung ihrer Anfangstangent« '' 

^^ 



Fig. 246. 



. »*« , 



Trägt man diesen Wert in dem — -Maßatab, also verdoppelt auf der durch A 
gehenden Achse bis a ab, so ist durch den Strahl OjO die Richtung der Änfangs- 
tangente der — -Kurve gegeben. Das erste Teüstück der beiden Kurven ist so- 
mit tes^^legt. Der zugehörige Wert von sin cf wird der von Oj aus gezeichneten 
Kurve entnommen und zum Auegleich des kleineren Maßstabes verdoppelt. Da- 
mit ist auch das erste Stück der ß-K\irve gegeben. 

Man bestimmt jetzt den Fläeheninhalt des ersten Teilstilckea der ^-Kurve 
zo J ■ (15 + 19) ■ 1,5 = 25,5 mm», überträgt diesen Wert im Maßstäbe 3,7 mm* 
= I nun, also 25,5 mm> = 6,9 mm als 1 auf die B-Linie, dann gibt 0^1 die 
Richtung der Tangente der d- Kurve im Punkt« I an. Übertragt man den Punkt 1 
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der Gewich-tsreihe wagerocbt nach 1' auf die erste «ft-Senkreohte, so wird die 
— -Kurve enteprechend verbessert. 

Hau bildet weiter den Ausdruck ßi für die Stelle 1 und trägt ihn im — -Maß- 
atab, also Verdoppelt von Ä aus nach 6_ab; O^b ist dann die Kichtung der Tan- 
gente der — -Kurve im Punkte 1'. 

Von beiden Kurven sind so die Stücke 1 2 ermittelt, damit auch der 
gehörige Wert von sin a, und von ß^, so daB das dritte Stück in derselben Weise 
beatimmt werden kann, usw. Es entstehen so stückweise die Kurven der Fig. 246***). 

Dabei ist es bequem und vorteilhaft, den zweiten Teil des Ausdruckes ß -^ ■ -— 

in einer besonderen Kurve gleich in dem Maßstab der ^-Kurve mitzuzeichnen. 

Das Pendel geht hiernach mit rasch abnehmender Geschwindigkeit durch die 
beiden eTBt«n Quadranten und mit nahezn gleichbleibender Geschwindigkeit durch 
die beiden folgenden, macht also eine volle Kisiabewegung. Es schlägt dann 
wieder um etwa 60° im ersten Quadranten aus und kehrt darauf in den vierten 
Quadranten zurück mit dem Höchstauasohlag 26^°. Es hat im ersten Quadranten 
noch einmal den Höchstanschlag 10}° und düin klingen seine Schwingungen 
BohneU gänzlich ab. 

Zu beaoht«n ist, daß nicht alle Haßstäbe der Zeichnung willkürlich angenommen 

werden können. Denn es gilt für die Neigung der Tangente an die — -Kurve gegen 
die Wagerecht« aus den beiden Dreiecken, an der Kurve selbst und im Gewichts- 



Hieraus tiestimmt sich liei im übrigen angenommenen Maßstäben der Polabetand 

d^ 15mm/4 , 

dt sk 

Ebenso ergibt sich für die Neigung der Tangente an die m-Kurve 
da Öii 

und daraus bei angenommenen Maßstäben der Polabstand 

S^- S^ . ä£ _ 15™ . '■»»■■"• !? _ 13.1 „„,1. 
' 'da 1/sk 27 mm ' ' 

Die M&che ß- dfb&t den Maßstab 

7,5 mm/1 - 7,5 mm/sk = 56,25 mm'/l ■ sk; 
die Länge ß • dt auf der Gewichtsreihe II bat den MaBstab 



"*) Ein anderes zeichnerisohea Verfahren mit Hilfe der Kriimmungskreise 
lab Kelvin, Pbilos. Mag. 1892. Es wurde verbessert durch Meißner, Sohweiz. 
Bauz. 1913. 
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Die Umreclmung beim Übe^ai^ von der in mm' aufgenommenen Fläche z 
Länge ist also 



wie oben angegeben. 

In manchen Fällen genügt es, wenn die Schwin- 
gungsdauer bzw. Schwingungazahl in der Sekunde fest- 
gestellt wird. Dann läßt sich die Unterauchuiig noch 
wesentlich vereinfachen. 

Sind mehrere Gewichte mid Federn etwa nach Fig. 247 
hintereinander angeordnet, deren letztes den größten 
Ausschlag r^ erfährt, während die größten Ausschläge 
Ti und r^ der anderen Gewichte kleiner sind, so ist zu 
einer bestimmten Zeit, wo O^ gerade den Ausschlag r^ 
hat, die Tri^heitakraft, die auf ffj wirkt, nach Formel (29) 
der Größe nach gegeben als 

9 
wenn wieder a> wie in Abschnitt 5 die Winkelgeachwin- . . 

dlgkeit darstellt, aus der sich gemäß Fig. 31 die harmo- l_J^ 

nische Schwingung entwickeln läßt, rig-247. 

Die gesamte Federung ergibt sich hiermit zu 

,.i^P,= ^..^(«.L.,).^.,.^(;,L). 

Den letzten Ausdruck erhält man, wenn O • q = fg eingesetzt wird. 
Setzt man jetzt wie oben a» • (^ = 2- ,;i, so folgt für diese achwingende 
Federkette die Schwii^ungszahU"') in der Sekunde 

A OQCC 

(212) 




Die Größe ^, (/j ■ — ) bei i Gewichten läßt sich leicht zeichnerisch er- 
mitteln, wie das folgende Beispiel zeigt. 

Beispiel 161. G^^ben sind die vier Gewichte O, = 60 kg, 0, = 20 kg, 
öj = 35 ig, O4 =^ 50 kg und die Verlängerungen, die die zwiscnengeeohalteten 
Fedem bei Belaatung mit 1 kg erfahren, q^ = 0,10 om/kg, q. = 0,20 om/kß, 
9g = 0,30 cni/kg. Zu bestimmen Bind die SohwmgungBzahlen in der Sekunde für 
jedes Gewicht. 



»») Kutzbach, Z. d. V. d. I. 1918. Die Formel (212) ohne den Verbease- 

rungsfaktor — wurde rein durch praktisches Ausprobieren gefunden vonDunker- 

ley, Philosoph. Transact. Bot. Soo-, London 1896. Die eiBte Herleitimg und 
genaue Lösung gab Föppl, Teohn. Mechanik, Bd. IV, 18Ö9. 
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Da über die Verbiltniase — Torlänfig gamichta bekannt ist, so werden de 
in erster roher Annäherung durchweg gleich 1 genommen. Dann gilt 

^(/■;)-Z(o-J)- 

Dieser Aiudnick kann als Summe von Drehmomenten aufeefaQt werden, die 
sich nach den Ansaben in Bd. I, S. 68 durch die Momenf«nfl&che zeichnerisch 
darstellen lassen. Man trägt also (Fig. 248) die Gewichte in dem KräftemaB- 
Btab 10 kg = 3 mm senkrecht untereinander ab, wählt einen Pol in dem Ab- 
. . stand I = 3 cm und 

ft ,|i 2i J /J zieht die Potsteahlen. 

Id wagerechter Richtung 
werden hintereinander 
aufgetragen die drei q 
im Maßstab 0,10 cm/kg 
= 10 mm. 

Nun zieht man das 
Seileck zwischen den 
Senkrechten durch die 
Endpunkte der e und er- 
hält beispielsweise ans 
ähnlichen Drnecken 

gewichtsf ederu ng 
Gewichtes 2 gegenüber 
dem Gewicht 1. Ent- 
sprechend ei^bt sich /, 
als Eigengewichtefede- 
rung des Gerichtes 3 
gegenüber 1, ebenso f^ 
als Eigengewiohtsfede- 
rung Ton 4 gegenüber 3 
usw. Die größte Höhe/, 
der Homentenfläche gibt 
die Stelle an, wo die 
Q.a Federung von beiden 
'^ Seiten aus die gleiche 
''j'g ist, und damit den Ort, 
wo bei im übrigen voll- 
kommen frei beweg- 
lichen Gewichten der 
relative Buhepunkt dee 
STstems, der Schwin- 
Fig. 248- ßüngsknoten liegt. Die 

Größe von /„ liefert nach 
Formel (212) die Eigenschwingungazahl z^ des ganzen Systems. 

Zieht man jetzt die gestrichelte Linie m>, daß sie einen Eckpunkt berührt 
und zwischen den beiden äußprsten Strahlen die gleiche Höhe f^ abschneidet, so 
hat man die Stellen und Größen der Eigenscbwingungszabl zweiter Ordnung 
gefunden. Durch die andere noch mögliohe Seilecke ist eine solche Linie nicht 
zu ziehen; dagegen kann man leicht noch eine Schwingungszahl dritter Ordnung 
durch Ziehen von zwei Teilungsstrecken finden. Höchstens sind so viel ver- 
Bchiedene z mögUoh, wie pendelnde Gewicht« hintereinander liegen. 

Die durch den unteren Endpunkt von f^ = r^ = r, gezogen«! Parallelen zu 
den äußersten Polstrahlen begrenzen die größte Federung r infolge des Eigen- 
gewichtes G, denn es gilt allgemein 'i = *■« = / + »■■ Man hat jetzt die Werte 
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d • — = 13,5 kg und Gj ■ — = 7,4 kg aue der Zeichnung zu beBtinunen, was 

auch zeichnerisch gemacht werden kann. 

Hiermit wird ein neuea Krafteck mit demaelben Potahatand wie daa erate 
gezeichnet and daraus ein neues Seileck entwickelt, wie der untere Teil der Fig. 248 
zeigt. Diesem Seileck werden die endgültigen Werte von r, und r^ entnommen, 
denn eine nochmalige Verbesserung ändert das Ergebnis nur ganz unwesentlich. 



Es «itbält femer den endgültigen Wert ^ 



"^('.■: 



I aJa größte Hölle und ebenso 



den der höheren Harmonischen, wovon nur der zweite gezeichnet worden iBt"""), 
Han erhält so die folgende Zusammenstellung, worin die in mm al^griffenen 
lüngen gleich als cm anzusetzen sind, da die It^ßstäbe so gewählt sind, daß / 
dargesteUt wird in 



Es ist dann noch festzustellen, ob eine dieser Schwingnngezahlen mit den 
Eigenschwingungszahlen der Oewichte ganz oder annähernd Übereinstimmt bzw. 
mit der Schwingungszahl der die Bewegung erzwingenden Schwingung. 



Nr. 


'■ 


' !i '-^ 


K^ 


- ■ 


T 

4 


nß 1,7 

6,0 
»,6 
15,0 


17,6 
U,5 
2,5 
17,5 


17,5 1,7 
3,94 
2,93 
15.0 


4,1S 1,304 
1,982 
1,711 

3,87 


1,19 3,82 
2,51 
2.91 
1,29 



Die Lösung setzt ungedämpfte Schwingungen voraus. Sie nimmt femer das 
Gewicht der Federn als verschwindend klein gegenüber den anderen Gewichten an. 

Die streng mathematische Lösung einer verhältnismäßig einfachen Aufgabe 
der Art enthäfi daa Bewpiei 169. (Weitere technische Anwendungen siehe Bd. IV.) 

17. Der Kreisel. 

Der Kreisel der technischen 
Fraxie ist ein Umdrehungskörper, 
der sich um seine geometrische 
Hauptachse so schnell dreht, daß 
die Geschwindigkeiten der sonstigen 
Schwankungen der Achsen gegen die 
dieser Drehung sehr klein sind'"). 

Geometrische Hauptachse sei die 
z-Achse der Fig. 249, als Drehachse 
werde aber vorläufig die mit der 
«-Achse den Winkel ;■ einschließende 
Schwerachse SN angenommen. In 
der durch SN und die a-Achse ge- 
legten Ebene wählt man die zur 

letzteren senkrecht stehende a;-Achse und dann senkrecht zu beiden 
die ebenfalls durch iS gehende y-Achse. Irgendein Punkt A des Kreisel- 




Fig. 249. 



IM) I 



;. d. V. d. I. 1910. 
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körpers, in dem sich daa Massenteilchen dm befindet, habe von der 
Drehachise den senkrechten Abstand OA = r. Infolgedessen wirkt auf 
ihn die Schwungkraft Z = r- m^ ■ dm, deren Sejtenkraft in der Rich- 
tung der Strecke OB — a den Wert Zi = a- o>^ ■ dm hat. Wird noch 
die Länge 08 = k angesetzt, so ist das I>rehmoment der Schwung- 
kraft Zj in bezug auf die ^- Achse d M^ = Z^-h, also für den ganzen 
Körper 

Mi= j of^ ■ a ■ h ■ dm ^ w'^ ■ j a ■ h ■ dm = <ß^ ■ C . (213) 

C ist nach Formel (137) das Zentrifugalmoment des Kreiselkörpere in 
bezug auf das Achsenkreuz NSZ , das von dem Auftreten in Formel (213) 
den Namen hat. 

Zu einer XJmf»»rmung von C entnimmt man dem Dreieck SOG 

A = (a; + a ■ cotgy) • ainy = x ■ siny + z ■ coay , 

a = (a; -j- 2 . cotgf) ■ cosj- ; — = x ■ cosy — z • siny . 

Setzt man beide Ausdrücke in den Wert von C ein, so wird 

C =ja- h- dm =jdm- [(a;* — z'j-sinj'-cosy -\- x- z- (coe^;" — sin*;-)] 

= \- mi2y ■ j {x^ — z*) ■ dm + coB2y ■ j x- z- dm . 
Nun ist nach Fig. 247 

Ji=J{y^ + z'')-dm 
das Trägheitemoment des Körpers in bezug auf die x-Achse und 

■'s —J(''^ + y^)- <*™ 

das in bezug auf die s-Achse. 

Das letzte Ghed des Ausdruckes für C verschwindet, da zu jedem 
Teilchen dm im Abstände +»; ein gleiches im Abstände —x befind- 
Uobes vorhanden ist, und man erhält 

Jtf = «)» ■ C = ^ . süi2j' ■ (Js - J,) . (214) 

Dieses Drehmoment wird für y — Q bzw. y = — , d. h. wenn die 

Achse SN entweder mit der z- oder der 2:-Achse zusammenfällt. In 
den beiden Fällen braucht die Drehachse in keiner Weise gegen Drehun- 
gen durch die auftretenden Schwungkräfte gesichert zu werden. Diese 
beiden ausgezeichneten Achsen heißen infolgedessen freie Achsen. 
Man bemerkt sogleich, daß dieselbe Überlegung auch für die Ebene z8y 
durchgeführt werden kann, daß alüo die ^-Ächse ebenfalls eine freie 
ist. Da nun die ar-Achae beliebig gewählt war, so ist jede beliebige, 
zur 2-Achse des Umdrehungskörpers senkrecht verlaufende Achse eine 
freie. Das gilt auch dann, wenn sie nicht durch den Schwerpunkt S 
geht, sondern durch einen beUebigen anderen Punkt auf der s-Achse 
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etwa im Abstand z,, von S. Nur ist dann statt des Tragheitemomentes J^ 
einzusetzen Ji + m ■ zl, während natürhch J^ unverändert bleibt. 

Wird die Drehachse um einen kleinen Winkel dy aus der z- Achse 
verlegt, so ändert sich nach Fig. 249 x in x'^ z- dy. Damit geht 
der Ausdruck J3 — Ji über in 

jdm • (x^ T 2 • X ■ z ■ dy + — z^); 
-es ist also 

^(•^3 -•'i) =T2-dy-jx-z-dm = 
nach dem vorhergehenden. Das bedeutet nach Bd. I, S. 68, die freien 
Achsen des Körpers sind diejenigen, in bezug auf welche die Trägheits- 
momente entweder die kleinsten oder die größtmöglichen sind. 

Ist in Gleichung (214) J^^ J^, so wird M positiv, d. h. der Körper 
wird durch die auftretenden Schwungkräfte so gedreht, daß die geo- 
metrische z-Achse sich der Drehachse SN nähert. Ist dagegen J^-CJi, 
so wird M negativ, und der Körper bewegt sich so, daß die x-Ächse, 
die des größten Trägheitsmomentes, der Drehachse näher rückt. Der 
Körper hat also stets das Bestreben, sich um die freie Achse mit dem 
größten Trägheitsmoment zu drehen"^). 

Nun kann die Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit a> um die 
Achse SS der Fig. 249 nach Formel (69) entstanden sein ajis drei 
Einzeldrehungen 

Achsen x, y, z. Dann sagt (»läll 

der vorstehende Satz aus, 
daß die etwaige Drehung um 
andere als die Achse des größ- 
ten Trägheitsmomenten vom 
Kreiael selbsttätig unter- 
drückt wird. 

Der in Fig. 250 dai^- 
■ stellte Kreisel beateht der 
Einfachheit halber aus einem 
kreisförmigen Reifen vom 
Diurchmesser AB = CD = d 
und dem Gewicht G, er dreht 
sich mit der Winkelgeschwin- 
digkeit (Wj um seine senkrecht 




Fig. 250. 



r Kreisebene stehende Hauptachse Oz . 
Besondere Wirkungen ergeben sich nur dann, wenn die Hauptebene um 
die senkrecht zur 2- Achse stehende, ebenfalls durch die Mitte gehende 
y-Achse CD mit einer Winkelgeschwindigkeit a>a gedreht wird, so daß 
der Kreisel nach einer kleinen Zeit dt die in Fig. 250 gestrichelte Lage 
angenonunen hat. Ein G!ewicht«teilchen d6 des Ringes, das sich augen- 
bUcklich in A befindet, hat dort die in Fig. 250 angegebene größte Ge- 
.ach windigkeit Hg. Nach einer Drehung um den Winkel a ist seine Ge- 
schwindigkeit vi kleiner geworden, und im Punkte C, also für <" = 7^ 
'") Euler, Mäm. de l'Aoad. Berlin 1765. 
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ist sie , um für ^ >-^ sogar negativ zu werden, bis der gröSte negative 

Betrag —Vt'inB erreicht ist. Das Teilchen erfährt also auf dem Wege A CB 
eine Verzögerung und auf dem Wege BDA eine Beschleunigung. 

Die Größe der Beschleunigung an irgendeiner Stelle ist nun nach 
Formel (67) p = 2 - Wi • t!j und ist entgegengesetzt zu v^ gerichtet. 
Bas Drehmoment der Beschleunigungskräfte in bezug auf die Achse 
ist somit, wenn noch F den Querschnitt des Ringes angibt, 

f = 4.|wO.£.,..m»=4./(,.y.r.,!.).?i!i^i^^'i^.,.«n, 



r-^d» } . ^ , 

g ^ * J 



Das Integral hat nach Bd. I, 8. 106 den Wert - . Damit wird 
iy-F-d) d* Q-d^ 

Q-d* 
Nun ist nach Formel (129) —. = J das Trägheitsmoment dee 

Ringes, und man erkennt leicht, daß für jede beliebige Form des 
Kreiseis gilt"«) 

3f = J ■ w, ■ w. = tl^— . a,j . £0j = ö . fl,a . (215) 

Hierin heißt 



4? 
der Drall des Kreisels "O'). 

Die Ebene des Drehmomentes geht dureb die Hauptdrehachse z. 
und die zweite dazu senkrechte Prazeaaionsachse y. Es sucht die 
2-Ach5e in die ^-Achse zu bringen. Für die Richtung erhält man so 
die Linke -Hand -Regel '**) : Man spreizt Daumen, Zeigefinger und Mittel- 
finger der linken Hand senkrecht zueinander. Gibt der Daumen die 
Richtung der Hauptdrehachse und der Zeigefinger die Achse der Prä- 
zession an, so zeigt der Mittelfinger die Achse der Drehung des Kreisel- 
momentes M; alle drei Achsen werden im 8inne des Uhrzeigers um- 
laufen, wenn man auf die Fingerspitzen sieht. 
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An den VerhältniaHen ändert eine beliebige fortachreitende Be- 
wegung des ganzen Kreisela, deren wirkende Kraft ja durch den Mittel- 
punkt O geht, gar nichts. Nur Drehmomente sind auf die Kreisel- 
wirkung von Einfluß. 

Beieplel IflS. Ein Kreise] sei in einer Cardanischen UnterotUtzunK"*) derart 
gelagert, daß seine Hauptachse AA' wagerecht und zwar senkrecht zur Meridian- 
ebene des betreffendeu Ortes liegt (Fig. 261). Anzugeben ist die Bewegung, die 
er erhält™). 

Die Erde dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit 




861M,l 1,4361 



l/sk. 



Fig. 251. 



Fig. 252. 



Mit dieser Geschwindigkeit neigt sich also die Kieiselebene um die wagereohte, 
im Meridian liegende Achse Bff. Infolgedessen entsteht das Drehmoment D ■ o>, 

gemäß Forme! (215) um die lotrechte Achse CC. die feststeht, so daß die Achse AA 
in die Meridianebem- gedreht wird. Die Fingeiregel ergibt, daß & sich nach hinten 

Wird der Kreisel von vornherein so eingestellt, daß sich die Achse AA' wage- 
reoht in der Meridianebene des Ortea befindet, so erfahrt er durch die Erddrehung 
wieder eine Prä7.eBsion um die senkrechte Achse CC, so daß nach der Fingeri-egel 
eine Drehung um die Achse BB' eintritt, die den Punkt A anhebt. Der Krpisel 
stellt sich mit seiner Hauptachse parallel zur Erdachse ein und zwar so, daß die 
Richtung seiner Drehung mif der der Erde übereinstimmt. 

Die erster« Tatsache hat praktische Anwendung beim Kreiselkompaß k<'' 
funden"'). In einem cardanisch aufgehängten ringförmigeD Gefäß g, das n i* 
Quecksilber / gefüllt ist, befindet sich ein ringförmiger Schwimmer a (Fig. 2-'i2). 

**') Cardanus, De subtilitat« 1550, bezeichnet sie als alte Erfindung; sie 
ist von Berthelot, C. R. 1890, im 12. Jahrhundert nachgewiesen worden, 
1") Fouoault, C, li 1852. 
"') Anschütz- Kämpfe, 1908. 
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Äuf dem Schwimmer iut die Windrose vr befestigt, deren riclitige Lage jederzeit 
diii«h eine Libelle nachgeprüft werden kann, tmd daran hängt der von einem 
Drelutrommotor mit Kuizschlußanker angetriebene Kreüel k mit der Haupt- 
achse XX. Die Beachleunigungakräfte, die infolge von Änderungen der Fahrt- 
riobtung oder Fahrtgeschwindigkeit auftreten, rufen eine PiäzeBsionebewegung 
dee Kieisela in der waoerechten Ebene hervor, die eine Neigung der HauptachM 
zur Folge hat. Sie wird dadurch gedämpft, daß der vom K^isel im Gehäuse 
seugt« Luftetrom durch das Fenster d austritt, das von der mitbewegten Hatte p 
ungleichn""' ' ' ' ' ' ' " ' '■ ' "-■■'■ - - 

1 Seiten c 
Sohwingnngsdauer des Apparat«« V' 
Fehler wesentlich. 



Der Mittelpunkt der Kreiselscheibe sei zugleich der Schwerpunkt iS des guizen 
Kreisels. Dann wirkt in bezug auf die y- Achse das Oewichtsmoment Jf/ = 6 ■ h, 

ferner das Kreiselmoment Jlf ^' = D ■ ■ ^' und in bezug auf die x- Achse das Kreisel- 




moment Jfa : 



dt 



denn wie ein • 



facher Versuch z«dgt, bewegt sich der Kreisel um 
die feBtfltehende i-Ächae henun und schwankt 
dabei um die sich mitdrehende jf-Ächse auf 
und ab. 

Die entstehenden Winkelbesohletmigungen 
sind gemäB Formel 



" dt' 



Ö-h-i 



_ dipt 



wenn J, das Trägheitsmoment des Kreisels in bezug auf die y-Äohse und J^ das 
in bezug auf die x- Achse bezeichnet. 

Zur Trennui^ der Veränderlichen wird die zweite Gleichung einmal int^riert: 



= ~ • (pi und das Ergebnis ii 



die erste eingesetzt. Man erhält dann 

'^ a-h 



Die Lösung dieser Glraohung ist nach Formel (lOOc) 



Da für ( =^ , <Pi=ü und —^y- = vorausgesetzt wird, so wird 
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Wird dieeer Wert in die obige Gleichung für — ^Z* eingesetzt, so folgt leicht 

wenn für 1 = ebenfalle ^, — ~^ = angenommen wird. Ein Vei^eich mit 

den Formeln (155) in Bd. 11 lehrt, daß die beiden Gleichungen <216) und (217) 

eine gemeine Zykloide dantellen. lat -~ ^ 0, so entsteht eine verlängerte oder 

verkürzte Zykloide. Es kann sogar eine einfache Drehung der Spitze auf dem 

gestrichelten Kreisbogen entstehen, wenn im AugenbUck des Aufoetzens J^* 

gerade ao groß ist, daß dadurch ein Kreiselmoment hervorgerufen wird, d«fi gleich 
dem Q • & des Eigengewichtea ist. 

Liegt die Achse des Kreisels zu Anfang nicht wagerecht, sondern um den 
Winkel y geneigt, so ist daa Moment des Gewichtes mit cos y zu multiplizieren. 
Die Bewegung findet dann auf einem Kegelmantel statt. 

Ist z. B. das Gewicht der Kreiselscheibe 6, = 0,60 kg, das des gesamten 
KreiselB = 0,70 kg, der Kreiseldnrchmesser d = 70 mm, die Höhe Ä = 30 mm, 
i& Anzahl der Umdrehungen in der Sekunde n' = 25 bzw. 16 , so wird mit & = 0,60 
das Schwui^^oment 

tf . O ■ d» = 0,60 ■ 0,60 ■ 0,07" = 0,00176 m»kg. 



also das Trägheil 


tsmon 


lent 












. = 1^^«.««»« 


mkgsk« 




und damit 












A = ■^, = 4" + 


a-h* 

g 


= -i-.0,000045 + 0,70-i 


0,03» ■ 0,102 = 0.000665 mkgsk'; 


femer wird 
also 




= 2 ■ jt • »' = ICT.l 


bzw. 


94,2 l/sk. 




D 


= / • 0. = 0,00707 


bzw. 


0,00424 mkgsk. 




Man erhält . 


w die 






Zykloiden- 



0,00707 
! ■ ^ ■ 0,000665 



0.00424 
Der größte Ausschlag in der senkrechten Richtung wird 

_ 2 • g • fc ■ J, _ 2 ■ 0,70 ■ 0,030 • 0,000665 



'0,56 



- ».-(IS)"-'-- 

1 Bogenmaß. In Winkelmaß sind dies c« 32" bzw. 89°. 

Je schneller der Kreisel umläuft, desto geringer sind unter sonst gleichen 
rmständen seine Schwankungen, sowohl räumlich i^ auch zeitlich. 

Beispiel 104. Ein auf einer ebenen Fläche lotrecht stehender Kreisel erfi^we 
inen Stoß durch eine äußere Einwirkung P (Fig. 254). Die seitliche Verschiebung, 
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die etwa dadnrob entsteht, ist hier ohne Bedeutung; die erteilte Kippgeechwindig- 

I untereuchen. 



keit in Richtung vi 



V = a- ipt, und ee ist die weitei« Bewegung des Kreisele 



Von vornherein ist anzunehmen, daß eine Sohwingqngsbewegung in der Ebene 
der Einwirkung von P eintritt; und jeder Bewegung in einer Richtung entspricht 
ja eine zweit« senkrecht dazu. Es entstehen also zwei Winkelausschläge, die zu- 
sammen eine Bewegung der Achse AB auf einem Kegelmant«! ergeben (vgl. S. 238). 
Die dafür geltenden Gleichungen sind wieder 



rfV. _ 

rft» " 









Ji 




worin J, das Trägheitamoment des Kreisels in bezu| 
den Punkt A angibt. 

Es wird die zweite Gleichung einmal integrierte 

ai Ji 



Für ( 



= ist iji, = und 



dt 



-p. + c. 

— = fo ■ Damit wird 



Fig. 254. 
also nach Formel (190c] 



Wird dieser Wert ii 
folgt 



-j- •<?% + ff 

die erste Gleichung eingesetzt. 



-C,-ain -j--( , 



1 ^, = und - 
Femer folgt a 



= fljj wie oben. Beide Bedingungen ergeben 
, = für ( = auch C, =0. Somit wird 



DieKreiselacbse benchreibt nach dem 
der ursprünglichen KreiselachHe den 



j Winkel - 



D 



einschließt " 
mmer -klein i 



en Kreiskcgel um eine Achse, die mit 
senkrecht zur Stoßrichtung gelegenen. 

Kreisel weicht also dem Stoß 



Verhaltni 



D ist« so ist diese Bewegung 
ergeben sich die 



seitlich aus. Da J, 
allerdings klein. 

Wirkt die Kraft P nicht als Stoß, sondern längere Zeit. 

VerhältnlsBe des folgenden Beispiels. 

Beispiel 165. Zu untersuchen ist die Wirkungsweise des Sohiffskroisois '*'). 

Ist der elektrisch an(;etriebene Kreisel in der Mittelachse des Schiffes mit 

lotrecht st«hender Hauptachse fest eingebaut und wird das Schiff durch eine seit- 



Digitized^yGOOgle 



ine Längsachee geneigt, so stellt eich die Hsupt- 
s sich der SchlingerachBe zu n&hem sacht. Infolge- 
I tiefer ein und hebt sich mit dem Hintert«il weiter 



Uch kommende Welle u 
kieiielachse derart ein, d 
dessen taucht das Schiff 
aus dem Wasser, wenn der 
Kreieel von oben gesehen 
links herumläuft und die 
Welle die Backbordseit« 
des Schiffes tiifft (Finger- 
regel). Ein solcher Kreisel 
verhindert das Seblingem 
also in keiner Weise'"). 

Der Kreise] muB sich in 
ein^n pendelnden Rahmen 
befinden, dessen Schwin- 
gungen durch eine Wasser- 

druokbremse gedämpft werden (Fig. 255).^Durch die Neigi 
folge der Einwirkung der Welle bewegt sich das obere ß: 
vonO nach A (Fig. 2ö6). Das dadurch entstehende KreiseLmoment bewegt es nun 
von Tuich B, so daQ es sich tatsächlich in der Richtung OC bewegt. Diese 
(üesamtbewegung ruft aber ein neues Kreiselmoment senkrecht dazu hervor, das 
die Achse also in der Richtung OP kippt und dessen Seitenmoment in der Rich- 
tung OQ der Rollbewegung des Schiffes entgegenwirkt'"). Man erkennt, daß dieses 
letztere Moment nur bei einem pendelnd aulgehäncten Kreisel zustande kommt. 





Fig. 256. 

Für die rechnerische Verfolgung, die besonders die Wirkung der Bremsvor- 
richtung klarst«llt, sei'*') 

Q =^ 6000 t das Gewicht des Schiffes, 

s = 0,45 m der Abstand des Schiffsschwerpunktes 8 von dem darüber liegen- 
den Punkt (Metazentrum), in dem der Auftrieb Q des Wassers vereinigt 
gedacht werden kann, 

"") Der beschriebene Einbau wurde 1855 bei dem Bessemerschiff versuchs- 
weise vorgenommen. 

■") Föppl, Z. d. V. d. I. 1904. 

Stephan, TecbulKhe U«cfa>Dik. III. 16 
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Jq = IS 420 m ■ t ■ sk* das Trägheitsminnent des Schiffes in bezug auf die 

dnich den Schwerpunkt 8 gehende lÄngsachAe, 
Jj =^ 3 m ■ t ■ sk* das Trägheitsmoment des Rahmens einschließlich Kreisel 
und Antriebemotor in bezug auf die Anfhängonssachse des Bahmens, 
J = 4,077 m ■ t ■ sk* das Trägheitsmoment des Sreiseb in bezug auf seine 

Hauptachse, 
Ol — 100 l/sk die Winkelgeschwindigkeit des Kreisels, 

O, = 30 t das Gewicht des Rahmens einschlieBhch Kiesel tind Antriebsmotor, 
Ö = 10 t das Gewicht des Kreisels, 

r = 0,60 m der Abstand der Bahmendrehaohse von der wagerechten Mittel- 
achse des Kreisels, 
9<= der Neigungswinkel des Schiffes um die L&ngsacbse, 
V = der Neigungswinkel des Kreiselrahmens, 
q-l = I1,T m ' t ■ sk bzw, 26,3 m - 1 - sk das Moment der li^üssigkeitebremse 

für die Winkelgesohwindigkeit -—- = 1 . 

Dann gelten für die Bewegung des Schiffes und des Kreisels gemäB Formel (141); 



' dt* " dt 



= D-^J^-Q-s-^^. 



•'.■$— S—S-— -- 

worin bei den gewöhnlich nur vorkommenden kleinen Ausschlägen sin g)co ip 
und ebenso sinv' '^-^V gesetzt werden kann. 

Wird die zweite Gleichung nach ( differentiiert nnd hierauf der aus der eisten 

folgende Wert von —^ dann eingesetzt, so erhält^ man 

dV 9j dV (Q-a Q.-r D' \ ^,qj Q^ dv 

df "^ Ji d(» "^ \ Jj Jj "*■ J^-JJ dl* Ji Jb ät 

woffir abkürzungsweise geschrieben weiden kann 



^'^■^ + <^'-^ + <^ = o- 



y = C, ■ e».-' 4- C, ■ e».-' + C, - e".- + C. ■ e"." , 
worin die G die Integrationsfestwerte sind und die « die vier Wnrzeln der Gleichung 

«* + e,-«* + c, ■fl'-fc.-« + c, = 0. 

Da alle Faktoren c positiv sind, kwm keine der Wurzeln der Gleichung einen 
positiven reellen Wert haben, der ja für t ^ oo auoh tp ^ ot> ei^ben würde. Zur 
weiteren Untersuchung wird die vorstehende Gleichung zerl^ in 

«* + C, - a« + (^, = jr, , 

deren Faktoren nur von den gegebenen Gewichten und Längen abhängig sind, und 

deren Faktoren von der GröBe der Dämpfung abhängen. Trägt man beide als 
Kurven"*) auf (Fig. 2Ö7), so ei^eben ihre ^hnittpnnkte die reellen Wurzeln 

"') Lorenz, Z. d. V. d. L 1919. 
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der Gleichung vierten Oradea. Man bemerkt, daß 
bei Behr Hteilem Verlauf der zweiten Kurve, d. h. bei , 
Co nud C], alBo bei starker Dämpfung auftreten. £ei 
schwacher Dämpfung sind alle vier Wurzeln komplex. 
Im letzteren Fall kann die Lösung auch geschrieben 
werden (vgl. S. 214) 



v=C't- 



in(6i-< + ri) + C;-< 



in(6j-( + ;'j). 



arin die C und 7 die Integratiansfestwerte sind imd 
e a nud b mit t = V— 1 bestimmt werden durch 



-«,±6; 



, = — o, ± 6. 




Die Rollbewegui^ des Schiffes setzt sich unter dem 
Einfluß des Kreisels aus zwei gedämpften harmonischen 
Schwingungen von verschiedener Dauer und Phase zu- 
sammen. Bei hinreichender Dämpfung durch die Was- 
serdruckbremse wird ij — und die zweite Bewegung 
wird rane schnell abklingende aperiodische, d, h. die 
ßiOUbewegung wird schnell gedämpft. 

Die Ausrechnung mit den gegebenen Zahlenwerten liefert die folgende 
sammensteUung : 



Fig, 257. 







11,7 


28.8 mUk 


Haupt- 




21,6 


20,6 sk 


schwmgungl 


Dämpfungsfaktor a, 

Abnahme des Ausschlages nach 


0,026 


0,068 l/sk 




einer vollen Schwingung . . . 


0,57 : 1 


0,30 L 1 




Verhältnis der Ausschläge von 








Rahmen und Schiff 


12,0 


11,4 




Phasenwinkel y, 


75=20' 


55" 40* 


Neben- 




3,5 ak 


_ 


Schwingung 2 




1,92 1/sk 


- 



Es ist selbstverständlich, daß eine zu starke Bremsung einem Festhalten des 
Kreisels gleichkommt und damit die beabsichtigte Wirkung aufhebt. 

In ähnlicher Weise kann der Kreisel nicht nur zur Verringerung der Schwan- 
kungen eines an sich standsicheren Körpers benutzt werden, sondern sogar zum 
Stamüsichermachen eines für sich im unsicheren Gleichgewicht beCndhchen Körpers. 
Nur mit Hilfe eingebauter Kreisel ist die Einschienenbahn mögüch"**). 

Die Wirkung ist im übrigen die gleiche wie in Fig. 256 dargestellt, gleich- 
gültig, ob der nur von einer Schiene unterstützte W(^en sich infolge veränderter 
Vertälung der Belastung neigt oder durch Winddruck bzw. in einer Kurve durch 
die Schleuderkraft nach außen gelegt wird. Der Kreisel läßt den Ausschlag nw 
klein werden und richtet den Wogen wieder gerade. Die Schleuderkraft wirkt also 
auf einen in einem Rahmen pendelnd angeordneten Kreisel ent^gengesetzt wie 
auf alle anderen Körper ein. 

Gewöhnlich werden zwei elektrisch angetriebene gegenläufige Kreisel vor- 
gesehen"*), die sich zur Verminderung der Widerstände in luftleeren Gehäusen 
drehen. Der Kreisel mit lotrechter Achse (Scher!) wirkt vollkommen zweck- 
entsprechend; bei wagerecht liegender Achse (Brennan) ist die Wirkung unvoll- 
kommen ^**), 



•■)] 



, 1907/8; Scherl 1908. 
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Auch ftir die Standaioherheit dea FahirodeB ist die Kreiselwirkung der Räder 
von Bedeutung. Ein Bchnellaufendes Rad ist viel leichter im Qleicbgewicht za 
halten als ein Ungeam lanfendee. Neigt sich das Rad aus irgendeiner Ursache, 
9o dreht der Fahrer die Lenkstange etwas nach dieser Seit« hin. Dos Vorderrad, 
in geringerem MaBe auch das Hinterrad, erfährt die Präaeesion um seine annähernd 
lo^echte Achse. Sie ruft das aufrichtende Drehmoment um die Längsachae des 
Pahirades gemäß Formel (216) und der dort gegebenen Fingerregel berror. 

Beleplel 166. Unerwünscht ist dagegen die KreiBelwirkung der Radsätze 
und der Anker der in das Drehgestell eingebauten Motoren bei sohnellfahrenden 
Motorwagen der Eisenbahn. Bei der Einfahrt in Kurven steigt die äußere Schiene 
etwas an, und dadiu^h wird die Präxession der Kreisel um die Längsachae des 
Wagens bewirkt, Ihre Folge ist eine Drehung des ganzen Drehgestells um die 
lotrechte Achse und zwar nach der Fingerregel nach dem Krümmungsmittelpunkt 
der Kurve hin^"). 

Hat etwa die Übei^ngsrtimpe eine Steigung tg a = 1 : 1000 und beträgt 
die Fahrt^eschwindigkeit V — 100 bzw. 9X) km/st, so ist die Winkelgeschwindig- 
keit der Neigung des Drehgestells bei dem Laufslellenabstond beider Räder 
a = 1,50 m 



_F tga 100 ■ 0,001 



= 0,0185 bzw. 0,037 1/sk. 



Jeder der drei Radsätze des Drehgestells hat bei G, = 1400 kg Gewicht, 
d, = 1,25 m Durchmesser und #, = 0,71 dos Schwungmoment 

*i ■ Ol ■ -^ = 0.71 ■ 1400 ■ 1,2Ö» = 1550 ra%g, 

jeder der beiden Motoranker von G, = 2000 kg Gewicht, rfj = 0,75 m Duich- 
messer und 9^ = 0,55 hat das Sohwungmoment 

*, ■ O, ■ rf| = 0,55 ■ 2000 - 0,75' = 620 m»kg. 

Das Gesamtträgheitsmoment der umlaufenden Teile ist also 

3 ■ 1550 + 2-620 



- = 150 mkgsk'. 



Ihre Winkelgeschwindigkeit beträgt 



itf = 150 ■ 44,6 • 0,0185 = 124 bzw. 495 mkg. 
Eb steigt mit dem Quadrat der Fahrtgeschwindigkeit. 

Ein Rollkreisel ist ein in einem Punkt seiner Hauptachse unter- 
stützter Kreisel, der mit einem ßade auf einer festen Kurve abrollt. 
Von besonderem Interesse ist der Fall, daß die feste Kurve ein ring- 
förmiges Stück eines Kegelmantels ist, dessen Spitze mit dem Unter- 
stützungspunkt des Kegels zusammenfällt. 

In Fig. 258 ist OA die Kreiselaehse, um die et mit der Winkel- 
geschwindigkeit tu umläuft, OB die Präzessionsachse, um die der Be- 
rührungspunkt mit der Winkelgeschwindigkeit (u^ umläuft. 

"') Wittfeld, Glasers Ann. 1902. 



Digitized^yGOOgle 



Ist wie in F^. 268 



und 0<ß<- 



- * 1 



Bo heißt die Bewegung eine epizyklische"*); die Berübrimgsatelle 
wandert auf der FOhmng im Sinne der Kreiaeldrehung. 
Ißt wie in Fig. 259 

< j- < « und —IX <ß <0 , 



heißt die praktiflch bedeutungslose Bewegung eine perizyklische. 




so heißt die Bewegung eine h y p o - 

zyklische. Die Berührungsstelle 

wandert in den beiden letzteren 

Fällen auf der Führung entgegen- Kg- 260- 

gesetzt zur Kreiseldrehung. 

Findet reines Rollen ohne Gleiten statt, so besteht die Beziehung 

o) ■ sina = cui- ain/i , 
'«) Grammel. 2. d. V. d. L 1917. 
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246 Besonder« Anwendungen. 

Trägt man in Anlehnung an die Darlegungen S. 77 die Winkel- 
geschwindigkeiten auf den zugehörigen Drehacheen vom Punkte aus 
ab (Fig. 261) und zeriegt cuj in die beiden SeitengeBch^nndigkeiten 
Wj • ain 7 und 0)^ - cob}', bo erhält man mit dem 
Trägheitsmoment J in bezug auf die Haupt- 
achse und Jx in bezug auf eine dazu senkrechte 
Schwerachse den I>rall des Rollkreisels in bezug 
auf die durch O gehende Hauptachse zu 

D^ = J. (a. + (o, ■ coBj-) 
und in bezug auf die durch O gehende, senk- 
Fig- 261- recht zur Rollbahn stehende Achse 

ßj ^ J^ . O), • COSJ' . 
Es ist nun leicht zu erweisen, daß die Dralle für zwei senkrecht zu- 
einander stehende durch denselben Punkt gehende Achsen sich alge- 
braisch wie die Trägheitsmomente addieren; nur ist die Sichtung der 
Winkelgeschwindigkeiten zu berücksichtigen. Werden wie bei der 
Pii^rregel die Drehrichtungen als positiv gerechnet, wenn die Achse 
bei Betrachtung gegen die Achsenrichtung rechte herum umlaufen wird, 
ao hat i>2 das negative Vorzeichen. 

Der Gesamtdrall wird also X* = i>, —D^ oder 

Z) = J ■ (o) + CO,- coej') — Jj - («i ■ COSJ' , 
und die Präzession^esch windigkeit beträgt w, - wa.y. Damit wird das 
Kreiselmoment 

Jtf - [J . (o + {J - Ji) . ö»! ■ coBj-l ■ toj ■ sinj' 
oder mit dem obigen Zusammenhang zwischen a> und CU] 

Setzt man hierin noch ß = y ~ ct., so wird schließhch "^) 

jtf = (J • sinji ■ cotga — J, ■ eosj') ■ (Oi ■ sinji . (219a) 

Die Rechnung gilt für die epizyklische Anordnung. 

Für die hypozyklische AnordJiung ist a»i negativ, femer ß = y + a, 
*^° M = ~{J- ainy ■ cotga + J, ■ cosj-) . o)\ ■ äay . (219b) 

Dieses Moment sucht den Kreisel um die zur Drehachse und zur Prä- 
zessionsachse senkrechte dritte Achse zu drehen, d. h. es drückt ihn 
auf die Führungsbahn. Bei der hypozykhschen Anordnung ist es 
immer negativ und der Kreisel wird stets gegen die Führung gedrückt. 
Bei der epizyklischen Anordnui^ findet eine Anpressung durch das 
Kreiselmoment nur statt für 



I immer erfüllt ist, wenn Jj <J ist. 
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Beispiel 167. Für einen einläufigen EoUergang nach Fig. 262 ist der günstigste 
Winkel y zu bestimmen. 

In bezug auf die Drehachae 0, an der der Arm des Mahlringes nachgiebig 
angeleckt ist, ergeben sieh drei Drehmomente: ^ 

des Gewichtes 

Jf, = ff - A ■ ainr , 
der Sehwungkiaft 

^ . ._. 0-A-siny , ^ _ 



das Ereieelraoment gemäß Formel (219) 

Afj = (/ ■ siny ■ cotg« — J, ■ aoBy) ■ ii\ ■ sinj- . 

Ihre Addition liefert mit J. -| = J, als Tri 




SM= \0-h + J- 



Icotga ■ sinj' - 



■ cos/ 



(220) 



Der Wert dieses Andrückmomentea wird am größten, also die Zerkleinerungs- 

wirkuDg am besten, für 

^_,^^0-0.i-o,., + /.,„!.(oo.g...l.2,-j;.oo.2,). 

Eine einfache Lösui^'") ist folgende, da die weitere Ausrechnnng auf eine Glei- 
chimg -vierten ßrades für cos y führt. Man berechnet nach den Angaben S. 214 



r = |/eotg«« 4 



\ 


fTTTT 




/ 


-1 


■ ■ 


\ 

\ 






•' 



Fig. 263. 



und tr^ daim in Abhängigkeit vc 
derselben .Achse ebenso die Kurve 



Fig. 264. 

w (2 )■ + Ä) auf und über 



1 y die Kurve 

- '- ^-cosj' (Fig. 263). Die Schnittpunkte 
beider Kurven ergeben die günstigsten Werte von y . 
Die AiipresBungstraft ist dann nach Fig. 262 
23f 



P = 



R 



•') Eine andere mit Hilf e der Vekterenrechnung gi 



(221) 
ToUe, Z.d.V.d- 1.1920. 



Digitized^yGOOgle 



248 Beeondere Anwendungen. 

Bei der gebräuchlichen ÄusfUhrut^ ist y = -^ , ulso h = S (Fig. 264). Damit 
erhalt man aus den Gleichungen (220) und (221) 



p = a + - 



R 



Ist etwa die Rolle aus GuQeisen von d = 0,90 m änßerem Duiobmeaaer, 
d, = 0,70 m innerem Durchmesser, 6 = 0,40 m Bmte, die im Abstände R ^ 0,50 m 
mit n — 60 Umdrehungen in der Minute uml&uft, so iat mit einem Zuschlag von 
25 v.H. für die Achse, Arme usw. 

ö = 1,25 ■ ^ - (d + <ii) ■ (d - rf,) ■ 6 ■ r = 1,25 ■ 0.7854 ■ 16 ■ 0,2 ■ 4 ■ 7,25 -- 1000 kg, 
das Trägheitemoment nach Formel 

, #-0„-rf' /, , d',\ 0,55 ■ 1000 • 0.9' , „„^ ,^„ , ., 

die Präzessionsgeechwindigkeit 

Damit wird für die Anordnung nach Fig. 264 mit cotga = -j — -=- nach For- 
mel (221a) 

f = 1000 + ^*'\*^ "* = 2280 kg. 
Zur Ermittlung der günstigsten VerbäJtnisae berechnet man 

J^^J, 1000-0,5- ^ 
J 2 + 9,81 • 14,6 ^ ' 
also 

cotgJ = H^ = 2,02 : a = 26" 20', 



r = V 1,233 + 5,045 = 2,505 , 
ö ■ A 1000 • 0,5 



Mit diesen Werten i«t die Fig. 263 gezeiclmet worden. Uan entnimmt ihr 
y — 117° 20*. Für die praktiscl^ Bereclmung sind natürlich nur wenige Punkte 
beider Kurven zu bestimmen. Damit e:^bt Fonnel (220) in Verbindung nut (221) 
die Pressung 



IM^ 
0,50 



1000 + -^-^ (+ 1.1 11 ■ 0,8884 + 2-,246 ■ 0,4592) -0,8884 = 2945kg. 



also um das l,29fache Kroßer als bei der gebrauchUchen Anordnung. 

Die Wirkung tritt aUerdings nur dann ein, wenn die Verbindung der Bollen- 
achse mit der Königswelle so beschaffen ist, d^B der Winkel y die kleinen Ände- 
rungen, die für die Kreiselwirkung nötig sind, auch ausführen kann. Anderen- 
falls liefert das Kreiselmoment nur eine Vergrößerung des auf den Arm wirkenden 



Der zweite Winkel y, den die Fig. 263 liefert, gilt für die hypozyklische An- 
ordnung der Pendelmühle, die entsprechend zu behandeln ist. 
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